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های اساسی محققین حوزه فضایی بوده بر اساس ماموریتی که دارند، همیشه از چالش هاکنترل وضعیت ماهواره

ها ایجاد ها در وضعیت از پیش تعیین شده، رفتار آشوبناک در آناز ماهواره است. هنگام قرار گیری کلاس خاصی

کننده بازخورد کنترل ،است. در این مقاله های گوناگونی برای تحلیل این رفتار ارائه شدهشود. بر همین اساس مدلمی

خارجی نیز هستند، طراحی  ها که تحت اغتشاشتحت اشباع عملگر، برای این کلاس از ماهواره ∞Hخروجی مقاوم 

در شرایط مذکور در قالب یک مساله نامساوی  کنندهکنترلشده است. نقطه قوت اصلی در این مقاله در واقع طراحی 

( مبتنی بر تئوری پایداری لیاپانوف ∋Bباشد. برای اولین بار در این حوزه، ناحیه پایدار )( میLMIماتریسی خطی )

( این سیستم کنترل نیز، گسترش یافته است. روش پیشنهادی بر ROAایت ناحیه جذب )بدست آمده است که در نه

های سیستم، سیگنال دهند که علاوه بر همگرایی مناسبِ حالتسازی شده و نتایج، نشان می شبیهروی مدل مربوطه 

 کنندهکنترلاست. طراحی کنترلی با هزینه و انرژی کمتر، بدون وارد شدن به ناحیه اشباع، سیستم را پایدار کرده 

سازی، ارائه شده است که در مقایسه با کارهای دیگر، در قالب یک شبه کد به همراه شبیه ایستابازخورد خروجی 

 باشند.گویای برتری روش پیشنهادی می
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Satellites attitude control based on their mission always is one of the main challenges in 

their control. In certain types of satellites, an oscillating or chaotic behavior can occur when 

they are placed in a predetermined attitude or axis. So, various models have been proposed to 

analyze this behavior. In this paper, H∞ output feedback controller is designed for satellites 

subject to external disturbances and input saturation. The focus of this paper is on designing a 

static output feedback (SOF) controller by solving a linear matrix inequality (LMI) problem 

under specific conditions. The stable region (B∈) is then determined using Lyapunov's theorem, 

which ultimately expands the region of attraction (ROA) for the control system. The proposed 

method was successfully applied to the presented model, and the results demonstrate that the 

system states converged at an appropriate speed. Additionally, the control signal does not enter 

the saturation level, and the system become stable with minimal cost and energy. A pseudo-

code is introduced to specify the design procedure of the output feedback controller.  
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 مقدمه -1

به فضا پرتاب شد، به طور چشمگیری افزایش یافته است. دنیای امروز از  1که اسپوتنیک 1957 های فضایی انسان از سالقابلیت

برد. از اصلی های اقتصادی بسیار سود مییابی، رصد زمین و ماموریتبه ویژه در حوزه ارتباطات، خدمات موقعیت 2فناوری فضایی

باشد. شمایی از کنترل وضعیت ماهواره ها میگیری دقیق آنها، کنترل وضعیت به منظور جایی در ماموریت ماهوارهترین مسائل کنترل

 ( مشخص شده است.1در شکل )

 

 نمایی اقتباسی از مفهوم کنترل وضعیت در ماهواره -1شکل

کنترل مدلغزشی یکی از وسیع ترین  ها انجام شده است. خانوادهتحقیقات گوناگونی در راستای کنترل وضعیت ماهواره

های غیرخطی سیستم با حضور نامعینی یا اغتشاشات دلیل استفاده از باشد. تلاش برای حذف بخشهای کنترل در این حوزه میروش

و همچنین  ]4و3[در  4های صلب، کنترل مدلغزشی انتگرالی در ماهواره]2و1[در مراجع  3باشد. کنترل مدلغزشی ترمینالها میاین روش

، غلبه براغتشاش 5ها حذف نسبتاً موفق پدیده وزوزآن اغلب اند، که نتیجهارائه شده ]6و5[کنترل بهینه مدلغزشی بر مبنای کواترنین در 

ها و ارائه شده است که درآن نیازی به شرط کرانداری نامعینی 6روش کنترلی پس گام تطبیقی ]7[باشد. در خارجی و نامعینی می

که در ، ]8[، اثبات و تشریح شده است 7ات نیست. در یکی دیگر از تحقیقات، روش کنترل بهینه وضعیت ماهواره بدون مدلاغتشاش

های مختلف کنترل روش شده است.استفاده  کنندهکنترلهای ورودی و خروجی برای طراحی و داده 8از تئوری برنامه ریزی پویا آن

اند. بحث و بررسی شده ]9[در  10ی کنترل داده محور( بر پایهSPSA)9ت به صورت همزمانبدون مدل مانند تقریب تصادفی اختلالا

 در PPD12سازی سیستم دینامیکی توسط روش و خطی  ]11و10[در نتایج  )MFAC(11های کنترل تطبیقی بدون مدلهمچنین ایده

های کنترل مبتنی بر روش بر اساسام شده است. اند که در آنها تخمینی از مدل توسط سازوکاری انجارائه شده ]13و12[مراجع 

                                                      
1Sputnik 
2Space Technology 
3Sliding Mode Control 
4Solid Satellite 
5Chattering 
6Adaptive Backstepping Control 
7Model free 
8Dynamic Programing 
9Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation 
10Data Driven Control 
11Model Free Adaptive Control 
12Pseudo Partial Derivative 
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های خطی درجة دوم مربوط به مساله کنترل بهینه ارائه شده است که در آن راهبرد بهینة سیستم ]14[، پژوهشی در 1فرآیند یادگیری

 ارائه شده است. Qوضعیت ماهواره با استفاده از تئوری یادگیری 

 ]15[غیرخطی در  ∞Hمقاوم  کنندهکنترل، نوعی 2سازی به روش آشفتگی تکینلطور که مطرح شد، با استفاده از مدهمان

متنوعی همچون تئوری های  کنندهکنترلهای مختلف بررسی و توان گفت، مساله کنترل وضعیت از دیدگاهطراحی شده است. می

. در تحقیقات بروزتر از ]16-20[اند ارائه شده ، ایده گام به عقب و کنترل بازخورد کواترنینی غیرخطی طرح و∞Hکنترل غیرخطی 

، مساله ∞Hسازی ماهواره استفاده شده است، به عنوان مثال با استفاده از مدل منعطف خطی و تئوری کنترل مدل منعطف برای مدل

و قوام پایدار مناسب استفاده به همراه همگرایی 3ساختار متغیر  PIDکنندهکنترلاخیرا از بررسی شده است.  ]22و21[کنترل وضعیت در 

در پژوهشی دیگر، . ]23[باشد های تناسبی و مشتقی با روش ابداعی میشده است. نکته اصلی این تحقیق، طراحی ساختار متغیر بهره

رت های کنترل ماهواره به صوورودی .ابتدا سعی شده است تا ماهواره با استفاده از روش برنامه ریزی کنترل مسیر، هدایت شود

پارامترهای اسپلاین با به حداقل رساندن یک تابع هزینه تعریف شده به  .شوندبا برخی پارامترهای ناشناخته فرض می4اسپلاین مکعبی

 .]24[شوند که وضعیت ماهواره مقادیر از پیش تعیین شده مورد نظر را دنبال کنند ای تعیین میگونه

شود و سپس یک ابتدا شبکه عصبی توسعه داده مییشنهاد شده است که روشی پ ]25[به منظور جبران اغتشاش در مرجع 

اخیراً تلاش عمده محققین در این راستا بوده  .شودسازی الگوریتم یادگیری پیشنهاد میالگوریتم حداقل مربعات متعامد برای پیاده 

ی ترین تحقیقات در قالب بستر سخت افزار در حلقه، در یکی از کاربرداست که بتوانند سیستم کنترل پیشنهادی را پیاده سازی نمایند. 

های عملیاتی را داشته باشند ها، امکان انجام آزمونساز و کاری فراهم شده است که در آن سخت افزار و تمام عملگرها و زیرسیستم

از یک نانو ماهواره آزمایشگاهی  در یکی دیگر از تحقیقات،. ]26[مقاوم پیاده سازی شده، بررسی و اثبات شود  کنندهکنترلتا رفتار 

 PID کنندهکنترلو یک  PID کنندهکنترلمنطق فازی، یک  کنندهکنترلو سیستم آزمایش آن برای مقایسه تجربی عملکرد یک 

طراحی و عملکرد قابل دستیابی با کنترل وضعیت آیرودینامیکی فعال در مدار در پژوهشی دیگر  .]27[استفاده شده است  شدهاصلاح

برای محاسبه  5این الگوریتم مبتنی بر روش تابلویی .کیلومتر، مورد بحث قرار گرفته است 450 بسیار پایین زمین، یعنی در ارتفاع زیر

 .]28[ضرایب آیرودینامیکی بوده و بر تخمین پارامترهای محیطی تقریبی و فرضیات بدترین سناریو متکی است 

 ایماهواره هایماموریت انجام در بسزایی نقش که باشدمی هاماهواره حیاتی یهازیر سیستم از وضعیت یکی کنترل سیستم

یابی به وضعیت دورانی از پیش تعیین شده باید انجام دهد، مانند جهت گیری نسبت  مانورهای گوناگونی که ماهواره برای دست .دارد

باشند که این امر توسط هایی از اهمیت کنترل وضعیت میبه زمین یا خورشید و جهت گیری اولیه برای انجام مانور مداری، مثال

 داشتن نگه برای کنترل وضعیت، سیستم در واقع .شودمی انجام افزارها و سخت افزارها عملگرها، نرم حسگرها، از متشکل سیستمی

 برای هاداده آوری جمع برای نیاز مورد چرخش محور تثبیت .شود می استفاده دقیقه ماهواره با نرخ معین دور در چرخش سرعت

مهم ترین نقش سیستم  جدید، گیری جهت به چرخش محور دادن مانور توانایی و بزرگ دایروی مسیر یک در طولانی هایدوره

ها دچار رفتار ها در وضعیت مورد نظرشان، این نوع از ماهوارهباشد. هنگام قرارگیری نوعی خاص از ماهوارهکنترل وضعیت می

                                                      
1Learning Based Method 
2Singular 
3Variable Structure 
4Cubic spline 
5panel method 
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شوند که در مرور تحقیقات گذشته، تمرکز بسیار کمتری توسط دیگر محققین بر روی این رفتار شده است. ناک مینوسانی و آشوب

ها با اهمیت بالایی که این فضای خالی، انگیزه اصلی را به منظور ارائه روشی در راستای پایدار سازی وضعیت این نوع از ماهوراه

 کند.دارند، ایجاد می

در واقع در این  باشد.بازخورد خروجی تحت اشباع می کنندهکنترلهای آشوبناک، طراحی ی در ماهوارهیکی از موانع اساس

شود تا ضمن غلبه بر پدیده اشباع، سیستم کنترل در مقابل اغتشاش خارجی، قوام ارائه می ∞Hمقاوم مبتنی بر تئوری  کنندهکنترلمقاله 

نیز همانند طراحی  (∋B)پایدار ( و یافتن ناحیه ROAگسترش ناحیه جذب )ری آن حفظ شود. و کارایی مناسبی داشته باشد و نیز پایدا

 شود.، در قالب یک راهکار ماتریسی خطی ارائه می کنندهکنترل

ی هاپس از بررسی و مرور منابع مختلف و بیان انگیزه مقاله در مقدمه، در بخش دوم پیش نیازهای لازم در حسابان و کنترل سیستم

شود. در بخش چهارم طراحی شوند. سپس در بخش سوم سیستم کنترل وضعیت مرتبه کسری ماهواره ارائه میمرتبه کسری ارائه می

های انتهایی پس از گسترش ناحیه جذب، شود، و در بخشو تحلیل پایداری سیستم کنترل وضعیت ماهواره ارائه می کنندهکنترل

 شود.ها در کنار نتیجه گیری ارائه میهایی به همراه شبیه سازی آنمثال

 های مرتبه کسری های لازم در کنترل سیستمپیش نیاز -2

باعث بهبود ها کنندهکنترلسازی و ارتقاء کارایی ابزار حسابان مرتبه کسری بعد از تکامل به طریق عمده با ارتقاء کیفیت مدل

Dtسری در اینجا بر اساس اپراتورمرتبه کحسابان . ]29[است های کنترلی شده کارایی حلقه
α

0
Cباشد که بیانگر مشتق و انتگرال می

 شود.تعریف می (1) انتگرال کسری به صورت رابطه-اپراتورمشتق. باشندکسری می

Dt
α

0
C =

{
 
 

 
 

dα

dtα
a ∈ R+

1 a = 1

∫ d(θ)−α
t

t0

a ∈ R−

 
(1)  

 

Dtاریف مختلفی هستند که در این مقاله از تعریف مشتق کپوتو مشتق و انتگرال کسری دارای تع 
α

0
C ( 1مطابق رابطه )

 .[30]شودمیاستفاده 

Dt
α

0
C =

1

Γ(m − α)
∫

f (m)(τ)

(t − τ)1−m+α
dτ

t

0

 
(2)  

 

0است و  αاولین عدد صحیح بزرگتر از  m ،(2در رابطه ) < α < )که ، باشدمرتبه عملگر مشتق می 1
α
i
( 3به صورت رابطه ) (

 شود.تعریف می

(
α
i
) =

α!

i! (α − i)!
=

Γ(α + 1)

Γ(i + 1)Γ(α − i + 1)
 

(3)  

 

.)Γدر رابطه فوق تابع   .]29[گردد( محاسبه می4نیز به صورت ) (
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Γ(x) = ∫ e−ttx−1dt ,         x ∈ R+⋃{0}
t

0

 
(4)  

 

Vفرض کنید : 1قضیه =
1

2
xTPx , x ∈ Rn آندر ، که ]30و31[( برقرار است 5سته مشتق پذیر باشد. آنگاه نامساوی )یک تابع پیو 

P ∈ Rn×n باشد. ثابت، مربعی، متقارن و مثبت معین می 

Dt
α

0
C V ≤ xTP Dt

α
0
C x, ∀α ∈ (0,1), ∀t ≥ t0 

(5)  

 

ϵ، یک اسکالر مثبت به صورت Yو  Tبرای هر دو بردار  :1لم  >  .]29[( برقرار است6ه رابطه )وجود دارد به طوریک 0

TTY ≤ ϵTTT + ϵ−1YTY (6)  

Dt: برای هر سیستم خطی مرتبه کسری به صورت 2قضیه
α

0
C x = Ax  اگر وجود داشته باشد ماتریس مثبت معینP  به طوریکه رابطه

 .]29[( برقرار باشد، آنگاه سیستم خطی مرتبه کسری پایدار مجانبی است7)

(−(−A)
1

2−α)
T

P + P (−(−A)
1

2−𝛼) < 0 
(7)  
 

Lو پیوسته است، آنگاه یک مقدار ثابت مثبت معین مانند 1تابع لیپشیتز f: فرض کنید 1فرض  ∈ Rn  با نام ثابت لیپشیتز وجود دارد

,uبطوریکه برای هر  v ∈ Rn ( برقرار است8رابطه )]29[. 

‖f(t, u) − f(t, v)‖ ≤ L‖u − v‖ 
(8)  

 

,2S(γKشیبخ غیر خطی :2لم u0) ( در نظر بگیرید: 9را در رابطه ) 

S(γK, u0) = {x(t) ∈ R
n| − u0 ≤ γKx(t) ≤ u0} 

(9)  
 

γکه  = diag(γ1, γ2, … , γm)  0با < γi ≤ iبرای همه  1 = 1, … ,m اگر .x(t)  متعلق بهS(γK, u0) ( در 10باشد، آنگاه رابطه )

 :]29[باشندهای زیر برقرار میقالب نامساوی

1- (sat(Kx(t) − γKx(t))
T
(sat(Kx(t) − Kx(t)) ≤ 0 

2- ψ(t, x(t))
T
(ψ(t, x(t)) − (K − γKx(t)) ≤ 0 

3- ‖ψ(t, x(t))‖ ≤ ‖K − γK‖‖x(t)‖ 

(10)  
 

,ψ(tکه  x(t)) ( 11(، نیز برابر خواهد بود با رابطه )10به عنوان قسمت سوم: ) 

ψ(t, x(t)) = sat(Kx(t)) − γKx(t) 
(11)  

 

 بررسی شده است. ]29و30[اشباع نتیجه شود که اثبات آن در مرجع  تواند از تابع( می12: نامساوی )3لم 

                                                      
1Lipschitz function 
2Sector Nonlinearity 
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A : اگر ماتریس1 1متممّ ∈ Rn×n  و α < απیک مقدار حقیقی باشد و  βو 2

2
≤ η ≤ min {π, απ}  وM > یک مقدار مثبت  0

 .]32و31[باشندمی Aمقادیر ویژه ماتریس  λi(A)ست. در این رابطه باشد، آنگاه رابطه زیر برقرار ا

α: تصور کنید 4لم  > 0یک تابع غیر منفی و انتگرال پذیر روی  a(t)و  0 ≤ t < T  وg(t)  یک تابع غیر منفی غیرکاهشی تعریف

0شده روی  ≤ t < T  باشد، به طوریکهg(t) ≤ M  وu(t)  0تابع غیر منفی و انتگرال پذیر محلی روی ≤ t < T  :باشد آنگاه 

 ( برقرار خواهد بود.15سپس نامساوی )

0]تابع غیر کاهشی روی  a(t)ه اینکه اگر بعلاو T) ( برقرار خواهد بود که البته اثبات آن در 16باشد، آنگاه رابطه )]به طور  ]32

 مفصل ارائه شده است.

,N1: اگر مقادیر 5لم  N2 ≥ 0( برای هر 17مثبت باشند، آنگاه رابطه ) 1 < α < نیز ارائه  ]33[( در 17قرارخواهد بود. اثبات )بر 1

 شده است.

D0سیستم خطی مرتبه کسری  :3قضیه
C

t
αx = Ax  با ابعادx ϵ Rn  وA ϵ Rn×n  را در نظر بگیرید. نقطه تعادل در مبدا راxe ∈ R

n 

 . ]32[( برقرار باشد18نامیم، آنگاه سیستم خطی مرتبه کسری پایدار لیاپانوف است اگر و فقط اگر رابطه )می

∀ϵ > 0, ∃δ > 0, s. t, ‖x(t0) − xe‖ < δ ⇒ ‖x(t0) − xe‖ < ϵ, ∀ t ≥ t0 (18) 

 دینامیک مرتبه کسری وضعیت ماهواره -3

توانند رفتار وناگون علمی به خصوص مهندسی کنترل دارند، میهای گمحاسبات مرتبه کسری نقش بسیار مهمی در زمینه

های پیچیده دینامیکی را مناسب تر از مرتبه صحیح توصیف و مدل سازی کنند و در حال حاضر به عنوان یک ابزار کارآمد سیستم

                                                      
1Corollary 

‖ψ(x1) − ψ(x2)‖ ≤ ‖K(x1 − x2)‖ (12 )  

‖Eα,β(A)‖ ≤
M

1 + ‖A‖
 , η ≤ |arg (λi(A))| ≤ π,     , i = 1,2, … , n 

(13)  
 

u(t) ≤ a(t) + g(t) ∫ (t − τ)α−1u(τ)dτ
t

0

 
(14)  

 

u(t) ≤ a(t) + ∫ [∑
(g(t)Γ(α))

k

Γ(kα)

∞

k=1

(t − τ)kα−1a(τ)] dτ
t

0

,    0 ≤ t < T 
(15)  

 

u(t) ≤ a(t)Eα,1(g(t)Γ(α)t
α)     

(16)  

 

‖Eα,1(At
α)‖ ≤ N1‖e

At‖ , ‖Eα,α(At
α)‖ ≤ N2‖e

At‖ 
(17)  
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به عنوان یکی از  ]35و34[ که این توسعه در مراجعشوند در مهندسی کنترل، الکترونیک، رباتیک و پردازش سیگنال شناخته می

، دینامیک مرتبه کسری وضعیت ماهواره 1اند. بر همین اساس، در چارچوب اینرسیپیشروترین تحقیقات در این خصوص ارائه شده

 شود.( بیان می19به صورت رابطه )

Dt
α

0
C M = Ta + Tb + Tc 

(19)  

 

,Taماتریس ممان اینرسی روی ماهواره،  Mکه در آن  Tb  وTc باشند. گشتاور چرخ عکس العملی، گشتاور جاذبه و گشتاور اغتشاش می

Mمجموع اینرسی نیز به صورت  = Iw شوند که در آن، محاسبه میI وw باشند. مشتق مجموع ی میاماکزیمم اینرسی و سرعت زاویه

 شود.( ارائه می20نیز به صورت رابطه ) Mممان اینرسی 

Dt
α

0
C M = I Dt

α
0
c w+w × Iw 

(20)  
 

 ( را خواهیم داشت که، 21(، رابطه )20)-(18باشد، در این صورت از ترکیب روابط )می 2بیانگرضرب متقاطع (20در رابطه ) ×

I Dt
α

0
C w+w × Iw = Ta + Tb + Tc 

(21)  
 

Iبا انتخاب  = diag(Ix, Iy, Iz)  را به صورت بردارهای رابطه  ی، گشتاور جاذبه و اغتشاشگشتاورهای چرخ عکس العملتوانیم می

 ( تشریح کنیم. 22)

Ta = [

Tax
Tay
Taz

]          Tb = [

Tbx
Tby
Tbz

]            Tc = [

Tcx
Tcy
Tcz

] 
(22)  

 

 شود.ی( بیان م23که در این حالت، روابط تنظیم وضعیت ماهواره به صورت رابطه )

Ix Dt
α

0
C wx = wywz(Iy − Iz) + hx + ux 

Iy Dt
α

0
C wy = wxwz(Iz − Ix) + hy + uy 

Iz Dt
α

0
C wz = wxwy(Ix − Iy) + hz + uz 

(23)  

 

,hxکه البته پارامترهای  hy, hz ( مشخص شده24در رابطه )ند.ا 

hx = [(Tax + Tbx + Tcx)]; hy = [(Tay + Tby + Tcy)] ; hz = [(Taz + Tbz + Tcz)] 
(24)  

 

,xهای کنترلی در راستاهای گشتاور uzو  uyو  uxباشند وگشتاور اغتشاشی می hzو  hx ،hyپارامترهای  y, z در اینجا فرض باشندمی .

ℎx کنیم که،می > hy > hz =  ( تعریف شوند.25توانند به صورت رابطه )گشتاورهای اختلالی هستند که می 1

                                                      
1Inertia Framework 
2Cross Product 
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[

hx
hy
hz

] =

[
 
 
 
 −1/2 0

√6

2
− 0/35 0

−√6 0 −0/4]
 
 
 
 

[

wx

wy

wz

] 
(25)  

 

 شود.( تعریف می26در این صورت سیستم سه بعدی تنظیم وضعیت ماهواره با رفتار آشوبناک به صورت رابطه )

Dt
α

0
c x(t) = σxyz −

1.2

Ix
x +

√6

2Ix
z 

Dt
α

0
c y(t) = σyxz +

0.35

Iy
y 

Dt
α

0
c z(t) = σzxy −

√6

Iz
x −

0.4

Iz
z 

(26)  
 

σz(، برابر26پارامترهای مهم در رابطه ) =
Ix−Iy

Iz
σyو   =

Iz−Ix

Iy
σxو   =

Iy−Ix

Ix
شود توصیف سیستم در بخش بعدی، سعی میهستند.  

 و دینامیک ماهواره به صورت خلاصه بیان شوند.

 های آشوبناک مرتبه کسریکلاس خاصی از ماهواره -3-1

، ارائه شده است ]36-40[اند. در شرایط خاصی که در مراجع ها بررسی و ارائه شدههای متعددی از ماهوارهتاکنون دینامیک

شوند که در نتیجه تاحدی، های آشوبناک مدل میسیستم توانند عملکردی نوسانی داشته باشند. این نوع عملکرد توسطها میماهواره

شوب های گذشته مقالات متعددی به بررسی و کنترل آباشد. درسالباشند و دقیقاً نکته اصلی همین رفتار میغیر قابل پیش بینی می

ای که معادلات دینامیکی ی کنترل وضعیت در ماهوارهدرباره ]41[اند. برای مثال در مرجع ها پرداختهدر دینامیک وضعیت ماهواره

ها، استفاده از آن مشابه معادلات سیستم لورنز باشد، بحث شده است. یکی از بهترین معیارها برای بررسی و اثبات آشوبناکی سیستم

 باشند.( می3و2های )ها و نماهای لیاپانوف آنها همانند شکلحالتهای حرکت مسیر

 

 شمای فضای حالت در ماهواره مورد نظر - 2شکل

-3
-2

-1
0

1
2

3

-2

0

2

4

6
-4

-2

0

2

4

 

x
1
(t)

Satellite Systems Chaos Behaviour

x
2
(t)

 

x
3
(t

)
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 ها در ماهواره مورد نظرنمای لیاپانوف و پرتره فاز یا مسیر حالت - 3شکل

 

 آید.( بدست می27طه )(، معادله مرتبه کسری سیستم کنترل وضعیت ماهواره به صورت راب18)-(26روابط ) پیرو

Dt
α

0
c x(t) = f(x(t)) + Bu(t) 

(27)  
 

( 28ها، معادله دینامیکی برای سیستم کنترل وضعیت ماهواره به صورت رابطه )پس از محاسبه ماتریس ژاکوپین و بررسی صحت پاسخ

و راهکارهای ارائه شده در مسیر  ارائه شده است. لازم به ذکر است که تمام جزئیات از قبیل روش بدست آوردن ]44[در مرجع 

 ( در همان مرجع ذکر شده است. 28استحصال رابطه )

Dt
α

0
c x(t) = Ax(t) + Bu(t) + h(t, x(t)) 

(28)  

 

 

 پایدار سازی وضعیت ماهواره با رفتار آشوبناک -2-3

عملکرد سیستم کنترل  قوامو  اریپایدهای کنترل است، که در اینجا بر روی ها درطراحی سیستمکنترل مقاوم یکی از استراتژی

، ایجاد یک سیستم کنترلی حلقه ای کنندهکنترلشود. هدف از طراحی چنین وضعیت ماهواره درمقابل اغتشاشات خارجی، تاکید می

های مزاحم مخصوصاً اغتشاش خارجی، بسته به نحوی است که تغییرات در شرایط سیستم کنترل وضعیت ماهواره در اثر ورودی

 یــرل بازخورد خروجــات لازم، کنتــر با داشتن اطلاعــواره مورد نظــدر واقع برای ماه. ی داشته باشدــر را در خروجــن اثــیکمتر

u(t) = K∞y(t)  تحت اشباع، باید طوری تعیین شود که وضعیت ماهواره را وادار به تنظیم در مرجع از پیش تعیین شده کند و اثر

کوچکتر کند. انگیزه اصلی در این مقاله در واقع طراحی  ϑی را در خروجی، از یک مقدار تعریف شده اغتشاشات گشتاور خارج

uکننده بازخورد خروجی کنترل = K∞y(t) های زوایای باشد، به همین منظور معادلات سیستم یا حالتمقاوم در مقابل اغتشاش می

ترل به منظور جایگیری وضعیت ماهواره طبق زوایای مطلوب، به صورت اویلر، خروجی اندازه گیری )زوایای اویلر( و خروجی کن

 ( در نظر گرفته شده است.29رابطه )
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Dt0
C

t
αx(t) = Ax(t) + Bu(t) + h(t, x(t)) + Dw(t) 

z(t) = C1x(t) + D11w(t) + D12(t)u(t) 

y(t) = C2x(t) + D21w(t) + D22u(t) 

(29)  

 

uخورد خروجی باز کنندهکنترلبر همین اساس  = K∞y(t)  برابر باu = K∞C2x(t)  در نظر گرفته شده است. البته با توجه به ساختار

و البته همینطور  y(t)و خروجی اندازه گیری یعنی بردار  z(t)در خروجی کنترل یعنی بردار  w(t)های عملیاتی، اغتشاش سیستم

، حضور ندارند. لذا در ادامه ابتدا تحلیل پایداری برای این سیستم کنترل y(t)ار در خروجی اندازه گیری یعنی برد u(t)سیگنال کنترل 

 ( ارائه شده است.4ارائه خواهد شد. ساختار حلقه بسته مورد نظر در شکل ) کنندهکنترلشود و سپس طراحی پیشنهادی ارائه می

 

 

K

y
u

       

     

   

+

)
C α

D x(t) Ax t Bu t h(t, x t Dw tt t
0

                   z t C x t D u t
1 12

                            y t C x t
2

  





w
z

Saturation 

 

 مقاوم وضعیت ماهوارهساختار حلقه بسته سیستم کنترل  -4شکل

 تحلیل پایداری -4

باشد، به طوریکه سیستم حلقه بسته در حضور اغتشاش و های هر سیستم کنترل میاز مهم ترین بخش بررسی پایداری سیستم

را  کنندهلکنترهمگرایی پاسخ سیستم در قبال  5و4، باید پایدار شود. به همین خاطر در دو قضیه ∞Kکنندهکنترلاشباع عملگر توسط 

 نماییم. بررسی می

u( به همراه بازخورد خروجی تحت اشباع 29سیستم ): 4قضیه =  K∞y(t)  پایدار مجانبی است اگر وجود داشته باشد بهره کنترلی

K∞  و ماتریسγ = diag(γ1, γ2, … , γm)  0و < γi ≤ iبه ازای  1 = 1, … ,m  به طوریکه ماتریسA + BC2γK∞ اری شرایط پاید

arg (spec(A|را برقرار سازد یعنی اگر  + BC2γK∞))| >
απ

2
αρ(Aو   + BC2γK∞) > 𝑙 باشند. spec(. سپکتروم ماتریس نشانگر ا (

 باشد. یا مجموعه مقادیر ویژه می

u( و بازخورد خروجی 29سیستم ) اثبات: =  K∞y(t) ( در نظر بگیرید: 30را به صورت رابطه ) 

Dt
α

0
c x(t) = Acx(t) + h(t, x(t)) + Bϕ(t, x(t)) 

(30)  
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Acکه در آن  = A + BγC2K∞  وϕ(x, t) = sat(K∞C2x) − γK∞C2x ( 30. بامحاسبه تبدیل لاپلاس از هر دو طرف رابطه ،)

 آید.( بدست می31رابطه )

X(s) = (Isα − Ac)
−1[sα−1x(0) + L[h(t, x(t)) + Bϕ(t, x(t))] 

(31)  
 

دو  Eα,αباشد. با محاسبه عکس تبدیل لاپلاس از معادله قبلی و در نظر گرفتن تابع میتاژماتریس همانی می In×n( رابطه 31در )که 

 و با استفاده از انتگرال کانولوشن، خواهیم داشت که:  ]28[پارامتره در 

x(t) = Eα(Act
α)x(0) + ∫ (t − τ)α−1 

t

0

Eα,α(Ac(t − τ)
α)[h(t, x(t)) + Bϕ(t, x(t))]dτ 

(32)  
 

 ( را خواهیم داشت.33(، رابطه )32بنابراین با محاسبه نرم دوم رابطه )

‖x(t)‖ ≤ ‖Eα,1(Act
α)x(0)‖

+ ∫ (t − τ)α−1‖Eα,α(Ac(t − τ)
α)‖[‖h(t, x(t))‖ + ‖Bϕ(t, x(t))‖]dτ

t

0

 

(33)  
 

 خواهد آمد. ( بدست34، رابطه )2لم استفاده ازبا 

‖x(t)‖ ≤ ‖Eα,1(Act
α)x(0)‖ + ∫ (t − τ)α−1‖Eα,α(Ac(t − τ)

α)‖ [‖
x(τ)

C
‖ + λ‖Bx(τ)‖] dτ

t

0

 
(34)  

 

λکه  = ‖K∞ − γK∞‖ >   :داشت  ، خواهیم1استفاده از متممّ . با باشدمی 0

‖x(t)‖ ≤
M

1 + ‖Ac‖t
α
‖x(0)‖ + ∫ (t − τ)α−1.

M

1 + ‖Ac‖(t − τ)
α
× [
1

C

t

0

+ λ‖B‖‖x(τ)dτ

=
M

1 + ‖Ac‖t
α
‖x(0)‖ + (

M

C
+ Mλ‖B‖∫

(t − τ)α−1

1 + ‖Ac‖(t − τ)
α
‖x(τ)‖dτ

t

0

 

(35)  
 

lتعریف  و همینطور 4از لم بااستفاده  = (
M

C
+Mλ‖B‖)  که در آنM  وC کنند و البته با در را برقرار می 36و  35به ترتیب روابط

ul(t)نظر گرفتن  = x(t), f(t) =
M‖x(0)‖

1+‖Ac‖t
α  و همچنینH(τ) =

l(t−τ)α−1

1+‖Ac‖(t−τ)
α ( خواهیم رسید.36به رابطه ) 

‖x(t)‖

≤
M

1 + ‖Ac‖t
α
‖x(0)‖

+ (
M2

C
+ M2λ‖B‖)∫

‖x(0)‖

1 + ‖Ac‖τ
α
.

(t − τ)α−1

1 + ‖Ac‖(t − τ)
α

t

0

(exp∫
𝑙(t − r)

1 + ‖Ac‖(t − r)
α

t

τ

dr) dτ 

(63)  
 

 توان نتیجه گرفت: می ]45[با استناد به نتایج گزارش در مرجع 

‖x(t)‖ ≤
M

1 + ‖Ac‖t
α
‖x(0)‖

+ (
M2

C
+ M2λ‖B‖)∫

‖x(0)

1 + ‖Ac‖τ
α

t

0

(t − τ)α−1

(1 + ‖Ac‖(t − τ)
α)
1−

1

α‖Ac‖

dτ 

(37)  
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 یان کرد.( ب38توان در قالب رابطه )همچنین انتگرال فوق را می

∫
‖x(0)

1 + ‖Ac‖τ
α

t

2

0

(t − τ)α−1

(1 + ‖Ac‖(t − τ)
α)
1−

1

α‖Ac‖

dτ + ∫
‖x(0)

1 + ‖Ac‖τ
α

t

t

2

(t − τ)α−1

(1 + ‖Ac‖(t − τ)
α)
1−

1

α‖Ac‖

dτ 
(38)  

 

τاگر  ∈ [0,
t

2
t)باشد، آنگاه  [ − τ) > 𝜏  0در صورتی که مرتبه مشتق < α <  اهد بود که،خو 1

∫
‖x(0)

1 + ‖Ac‖τ
α

t

2

0

(t − τ)α−1

(1 + ‖Ac‖(t − τ)
α)
1−

1

α‖Ac‖

dτ ≤ ∫
‖x(0)

1 + ‖Ac‖τ
α

t

2

0

(τ)α−1

(1 + ‖Ac‖(τ)
α)
1−

1

α‖Ac‖

dτ 
(39)  

 

τبه طور مشابه اگر  ∈ [
t

2
, t] :باشد، آنگاه 

∫
‖x(0)

1 + ‖Ac‖τ
α

t

t

2

(t − τ)α−1

(1 + ‖Ac‖(t − τ)
α)
1−

1

α‖Ac‖

dτ

≤ ∫
‖x(0)

1 + ‖Ac‖(t − τ)
α

t

2

0

(τ)α−1

(1 + ‖Ac‖((t − τ))
α)
1−

1

α‖Ac‖

dτ 

(40)  
 

τ1با استفاده ازتغییر متغیر  = t − τ( 41، رابطه )خواهد شد. حاصل 

∫
‖x(0)‖

1 + ‖Ac‖(t − τ)
α

t

t

2

(t − τ)α−1

(1 + ‖Ac‖(t − τ)
α)
1−

1

α‖Ac‖

dτ

= ∫
‖x(0)

1 + ‖Ac‖(τ1)
α

t

2

0

(τ1)
α−1

(1 + ‖Ac‖((τ1))
α)
1−

1

α‖Ac‖

dτ 

 

(41)  
 

 شود.( استخراج می42(، رابطه )41بنابراین، از رابطه )

‖x(t)‖ ≤
M

1 + ‖Ac‖τ
α
‖x(0)‖ + 2(

M2

C
+ M2λ‖B‖)∫

‖x(0)‖(τ)α−1

(1 + ‖Ac‖((τ))
α
)
2−

1

α‖Ac‖

dτ

t

2

0

= 

=
2M𝑙‖x(0)‖

α‖Ac‖ − 𝑙
+

M‖x(0)‖

1 + ‖Ac‖t
α
+

2 (
M2

C
+M2λ‖B‖) ‖x(0)‖

(𝑙 − α‖Ac‖) (1 + ‖Ac‖ (
t

2
)
α

)
1−

l

α‖Ac‖

 

(42)  
 

 .باشدبرقرارمی 4( پایدار مجانبی است و قضیه 30یستم حلقه بسته )گرفت ستوان نتیجه که از رابطه فوق می

γو  ∞K کنندهکنترل( پایدار مجانبی است اگر وجود داشته باشد بهره 30سیستم حلقه بسته ): 5قضیه = diag(γ1, γ2, … , γm)  و

0 < γi ≤ iبه ازای  1 = 1, … ,m  به طوریکه قسمت حقیقی مقادیر ویژه ماتریسA + BCγK∞  ،شرایط پایداری را برقرار سازد

Re(eig(Aیعنی  + γBC2K∞)) < −wو  0 N2GΓ(α) < Pبه طوریکه  0 = max{Re{eig(A + γBC2K∞)}}  وQ =

[‖
1

C
‖ + ‖B‖]  وN2 ( را برقرار سازد.48رابطه ) 
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س، استفاده از اپراتور نرم دوم و نامساوی مثلثی، از تبدیل لاپلاس، استفاده از عکس تبدیل لاپلا ، با استفاده4مشابه اثبات قضیه  اثبات:

Qبا تعریف پارامتر  = [‖
1

C
‖ + λ‖B‖]( ارائه می43رابطه ).شود 

‖x(t)‖ ≤ ‖Eα,1(Act
α)x(0)‖ + Q∫ (t − τ)α−1‖

t

0

Eα,α(Ac(t − τ)
α)‖‖x(τ)dτ 

(43)  
 

 : خواهیم داشت 5استفاده از لم با 

‖x(t)‖ ≤ N1‖e
Act‖ + Q∫ (t − τ)α−1N2‖e

Ac(t−τ)‖‖x(τ)‖dτ
t

0

 
(44)  

 

 ( خواهیم رسید که:45به رابطه ) e−Act( در 44با ضرب هر دو طرف معادله )

‖x(t)‖‖e−Act‖ ≤ N1 + Q∫ (t − τ)α−1N2‖e
−Act‖‖x(τ)‖dτ

t

0

 
(45)  

 

uگرفتن  و در نظر 4استفاده از لم با  = ‖x(t)‖‖e−Act‖  وg(t) = GN2  وa(t) = N1  خواهیم رسید:زیر به نتیجه 

‖x(t)‖‖e−Act‖ ≤ N1Eα,1(N2QΓ(α)t
α) 

(46)  

 

 ( بدست خواهد آمد.47، معادله )‖eAct‖( در 46سپس با ضرب دو سوی رابطه )

‖x(t)‖ ≤ N1Eα,1(N2QΓ(α)t
α)‖eAct‖ 

(47)  
 

 خواهد شد: ( برقرار48، رابطه )5گرفتن لم با در نظر 

‖x(t)‖ ≤ N1Eα,1(N2QΓ(α)t
α)‖eAct‖ ≤ N1‖e

Act‖N1
′‖e(N2GΓ(α)+Ac)t] 

(48)  

 

N1که در آن 
′ > P))باشد. اگر می 1 − N2QΓ(α)) < tباشد، آنگاه هنگامی که  0 → ∞  ،N1N1

′‖e(N2GΓ(α)+Ac)t]  به سمت صفر

 باشد. می x(t)میل خواهد کرد، که این قسمت بیانگر پایداری مجانبی سیگنال 

 بازخورد خروجی مقاوم  کنندهکنترلطراحی  -1-4

u ،کنندهشود. در واقع هدف اصلی در طراحی کنترلارائه می کنندهکنترلطراحی  روشدر این قسمت،  =  K∞y(t)  این است

کمترین  ای عمل کند کهکننده به گونهسته با کنترل بازخورد خروجی تحت اشباع پایدار باشد. علاوه بر آن کنترلکه سیستم حلقه ب

 شود. ارائه می 6کننده بازخورد خروجی در قضیه اثر اغتشاش در خروجی ظاهر شود. طراحی کنترل

uخروجی  ( به همراه بازخورد29سیستم مرتبه کسری کنترل وضعیت ماهواره ): 6قضیه  = K∞C2x(t)  را در نظر بگیرید. اگر وجود

Xو  ∞Kکننده داشته باشد یک بهره کنترل = P−1 ،Y1 = K1P
−1, Y2 = K2P

−1 ،Y1
T = P−1K1

T, Y2
T = P−1K2

T  وK∞ = K1 +

K2 ( برقرار باشد، آنگاه سیستم ح49به طوریکه رابطه نامساوی )( با در نظر داشتن کنترل29لقه بسته ) کننده بازخورد خروجی

u = K∞C2x(t) .پایدار مجانبی خواهد بود ، 
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min(ϑ2) 

s. t ∶ P > 0          Ψ2 ≤ 0           η > 0          σ > 0, 

 کهجایی

Ψ2

= [
ATP + K1

TBTP + K2
TBTP + PA + PBK1 + PBK2 + ηI + σ

2 PD C1
T + K1

TD12
T + K2

TD12
T

DTP −ϑ2I 0
C1 + D12K1 + D12K2 0 −I

] 

            X = P−1

Y1 = K1P
−1, Y2 = K2P

−1

Y1
T = P−1K1

T, Y2
T = P−1K2

T

 

K∞ = K1 + K2 

(49)  

 

 شود.( ارائه می50، به همراه خروجی اندازه گیری و خروجی کنترل در رابطه ): سیستم و دینامیک آن در معادله حالتاثبات

Dt0
C

t
αx(t) = Ax(t) + Bu(t) + h(t, x(t)) + Dw(t) 

z(t) = C1x(t) + D11w(t) + D12(t)u(t) 

y(t) = C2x(t) + D21w(t) + D22u(t) 

(50)  

 

uبرای غلبه بر پدیده اشباع  = sat(K∞C2x(t)) شود.( در نظر گرفته می51م حلقه بسته به صورت رابطه )سیست 

Dt0
C

t
αx(t) = Aclx(t) + Bu(t) + h(t, x(t)) + wD(t) 

Aclx(t) = (A + γBK∞C2)x(t) + φ(t, x) 

(51)  
 

 در آن که

‖φ(t, x)‖ ≤ σ‖x‖, σ > 0 

 ( خواهد بود.52معادله حالت سیستم به صورت رابطه )

 

Dt0
C

t
αx(t) = Aclx(t) + Bu(t) + h(t, x(t)) + wD(t), 

s.t 

Acl = (A + γBK∞C2) + φ(t, x) 

z(t) = C1x(t) + D12(t)u(t) 

y(t) = C2x(t) 

(52)  
 

,V(tکننده و همینطور بررسی پایداری سیستم توسط آن، تابع لیاپانوف مربعی به منظور طراحی کنترل x(t)) = xTPx  را در نظر

( خواهیم رسید. در این رابطه از چندین لم 53گر مشتق تابع لیاپانوف را بررسی کنیم به رابطه )گیریم. بر همین اساس امی

کنیم. پس از مشتق گیری و جایگذاری آنها، در مراحل ساده سازی آنها خودداری میتشریح شود که از ( استفاده می3و2و1های)لم

 ( خواهیم رسید.53بخش تابع لیاپانوف، به رابطه )
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Dt
α

0
C V(t) ≤ 2xT(t)P Dt

α
0
C x(t)

= [Aclx(t) + Bφ(t, x(t)) + h(t, x(t))]
T
Px(t)

+ xT(t)P[Aclx(t) + h(t, x(t)) + Bφ(t, x(t))]

= xTAcl
T Px + φT(t, x(t))BTPx + xTPAclx + x

TPBφ(t, x(t)) + 2xTPh(t, x(t))

+ xTPDw + wTDTPx 

(53)  

 

,2xTPh(tرابطه  x(t)) ( گسترش داد:54(، به صورت )8در )1توان بر اساس فرض را می 

2xTPh(t, x(t)) ≤ xT(t)P2x(t) + hT(t, x(t))h(t, x(t)) ≤ xT(L2 + ‖P‖)x(t) 
(54)  

 

 ( تبدیل خواهد شد. 55( به صورت رابطه )54لذا رابطه )

Dt
α

0
C V(t) ≤ xTAcl

T Px + φT(t, x(t))BTPx + xTPAclx + x
TPBφ(t, x(t)) + xT(L2 + ‖P‖)x(t)

+ xTPDw + wTDTPx  

(55)  

 

 کهجایی

 Dt
α

0
C V(t) = xT(Acl

T P + PAcl)x + ε1x
TPBBTPx + ε1

−1φT(t, x(t))φ(t, x(t)) + ε2x
TPBBTPx

+ ε2
−1φT(t, x(t))φ(t, x(t)) + xTPDw + wTDTPx

= xT(Acl
T P + PAcl)x + (ε1 + ε2)x

TPBBTP + (ε1
−1

+ ε2
−1)φT(t, x(t))φ(t, x(t)) + xT(L2 + ‖P‖)x(t) + xTPDw + wTDTPx 

 ( خواهیم رسید:56با استفاده از ساده سازی نیز به رابطه )

Dt
α

0
C V(t) = xT(Acl

T P + PAcl)x + ε1x
TPBBTPx + ε1

−1φT(t, x(t))φ(t, x(t)) + ε2x
TPBBTPx

+ ε2
−1φT(t, x(t))φ(t, x(t)) + xTPDw + wTDTPx

= xT(Acl
T P + PAcl)x + (ε1 + ε2)x

TPBBTP + (ε1
−1

+ ε2
−1)φT(t, x(t))φ(t, x(t)) + xT(L2 + ‖P‖)x(t) + xTPDw + wTDTPx 

(56)  
 

,φ(t‖  :( خواهیم داشت12در ) 3ستفاده از لم با ا x(t))‖ ≤ σ‖x‖( تبدیل 57، از این رو رابطه معادله لیاپانوف نیز به صورت رابطه )

 خواهد شد.

Dt
α

0
C V(t) = xT(Acl

T P + PAcl)x + ε1x
TPBBTPx + ε1

−1φT(t, x(t))φ(t, x(t)) + ε2x
TPBBTPx

+ ε2
−1φT(t, x(t))φ(t, x(t)) + xTPDw + wTDTPx

= xT(Acl
T P + PAcl)x + (ε1 + ε2)x

TPBBTP + xT(ε1
−1 + ε2

−1)σ2x + xT(ηI)x(t)

+ xTPDw + wTDTPx + σ2‖x‖ 

(57)  

 

ηIکه بر همین اساس  = L2 + ‖P‖ ( در نظر گرفته شده است:58باشد، از طرف دیگر تابع هزینه کنترل مقاوم، رابطه )می 

JH∞ =
‖z‖e2
‖w‖e2

= √
∫ zTzdt
∞

0

∫ wTwdt
∞

0

= ∫ zTzdt
∞

0

≤ ϑ2∫ w2wdt
∞

0

 
(58)  
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Dtدر واقع 
α

0
C V(t) + JH∞ < صورت علاوه بهترین حالت ممکن برای رابطه تابع هزینه و مشتق تابع لیاپانوف خواهد بود که در این  0

ξبر تضمین پایداری، کمترین هزینه اجرایی سیستم بدست خواهد آمد. بر همین اساس بردار  = [
x
w
کنیم که در ادامه را تعریف می [

 ( بدست خواهد آمد.59رابطه )

[xT wT] [
Acl
T P + PAcl + (C1 + D12K∞)

T(C1 + D12K∞) + ηI + σ
2 PD

DTP               −ϑ2I
] [
x
w
] ≤ 0 

(59)  

 

 ( مشخص خواهد شد.63( رابطه )62و61و60های زیر در روابط )با استفاده از تغییر متغیر

Ψ1 = [
Acl
T P + PAcl + (C1 + D12K∞)

T(C1 + D12K∞) + ηI + σ
2 PD

DTP               −ϑ2I
] ≤ 0 

(60)  
 

]در نامساوی  ]31[1لم شورو با استفاده از 
σ1 σ2
σ2
T − σ3

] ≤  خواهیم داشت: 0

Ψ1 = [
Acl
T P + PAcl + ηI + σ

2 PD

DTP −ϑ2I
] + [

(C1 + D12K∞)
T

0
]   I  [C1 + D12K∞ 0] ≤ 0 

(61)  
 

 بطوریکه 

σ1 = [
Acl
T P + PAcl + +ηI + σ

2 PD

DTP −ϑ2I
] 

σ2 = [
(C1 + D12K∞)

T

0
] 

σ  3
−1 = I 

σ2
T = [C1 + D12K∞ 0] 

σ2σ  3
−1σ2

T = [
(C1 + D12K∞)

T(C1 + D12K∞) 0
0 0

] 

(62)  
 

 ( تبدیل خواهد شد.63( به صورت رابطه )62که بر همین اساس رابطه )

Ψ2 = [
Acl
T P + PAcl + ηI + σ

2 PD (C1 + D12K∞)
T

DTP −ϑ2I 0
C1 + D12K∞ 0 −I

] ≤ 0 
(63)  

 

 داریم : ]32[در  2با استفاده از لم تبدیل متجانس

{
Ψ2 ≤ 0

P−1 > 0
 ↔  P−TΨ2P

−1 = P−1Ψ2P
−1 ≤ 0 

uدر نظر گرفتن باو  = K∞C2x = (K1 + K2)x ( به صور63رابطه ،)( تغییر خواهد کرد.64ت رابطه ) 

Ψ2

= [
ATP + K1

TBTP + K2
TBTP + PA + PBK1 + PBK2 + ηI + σ

2 PD C1
T + K1

TD12
T + K2

TD12
T

DTP −ϑ2I 0
C1 + D12K1 + D12K2 0 −I

] 

(64)  
 

                                                      
1Schur Compliment 
2 Congruence Transformation 
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 کسري آشوبناک به همراه کاهش اثر اغتشاشهاي مرتبه بازخورد خروجی مقاوم تحت اشباع براي کنترل وضعيت کلاسی از ماهواره H∞  کنندهطراحی کنتـرل

 و  سعيد شمقدري  محمد فيوضی

 

X هایبا استفاده از تغییر متغیر = P−1 ،Y1 = K1P
−1, Y2 = K2P

−1 ،Y1
T = P−1K1

T, Y2
T = P−1K2

T ،K∞ = K1 + K2 و تغییر متغیر 

Ψ3 = [
P−1 0 0
0 I 0
0 0 I

]Ψ2 [
P−1 0 0
0 I 0
0 0 I

] ≤ 0 => Ψ2 ≤ 0 

ز لم تبدیل متجانس، اگر نامساوی زیر بر قرار با استفاده اکننده پایدار ساز مقاوم در برابر اغتشاش بدست خواهد آمد. حال کنترل

Aباشد، انگاه ماتریس  + BγK∞C2 شود که سیستم ، مشخص می5و4های کند. سپس با استفاده از قضیهشرایط پایداری را برقرار می

u(t)مرتبه کسری با بازخورد خروجی تحت اشباع حلقه بسته  = K∞C2x(t) برای هر شرط اولیه ،x0 طوریکه  هبx0 ∈ Bδ ⊂

S(γK∞, u0)  باشد، پایدار مجانبی است. باید به یاد داشت که، ناحیه پایدارB∈  درونS(γK∞, u0)  خواهد بود. بر همین اساس با

 ( بدست خواهد آمد. 65( رابطه )18( و )10استفاده از رابطه )

1

∈
I −

(γK∞C)
T(γK∞C)

u0(l)
2 ≥ 0,    l = 1, … ,m 

(65)  
 

=∋( به شرط اینکه 65سپس با استفاده از لم شور، رابطه )
1

∈̅
 .]52[خواهد شدعبارت زیر باشد، برابر با   

[
∈̅ I (γK∞C)

T

(γK∞C) u0(l)
2 ] ≥ 0 

(66)  

 ،بازخورد خروجی مقاوم کنندهرلکنت( در قالب طراحی 29( مساله پایداری مجانبی سیستم )49)-(61( و روابط )65: دررابطه )7قضیه 

u = K∞C2x(t) توان ناحیه پایدار تحت اشباع و اغتشاش حل شده است. پس میB∈  .را با حل مساله بهینه سازی زیر بدست آورد

 اند.البته اثبات هر کدام از این روابط، در جای خود قبلا بررسی شده

min (∈̅) 

s. t ∶ P > 0          Ψ2 ≤ 0         η > 0         σ > 0, 

s,t: P > (49و66) , 0  

(67)  

 

 1توسعه ناحیه جذب -4-2 

باشد چرا که محاسبه دقیق آن های کنترل، تخمین و توسعه ناحیه جذب میدر طراحی سیستم چالش هایکی دیگر از مهم ترین 

نی مناسب دانست. تخمین ناحیه جذب به توان یافتن بزرگترین ناحیه جذب ممکن را جایگزیباشد. به همین دلیل میامری مشکل می

های تخمین ناحیه جذب عموما روش .بررسی شده است ]46-50[همین خاطر موضوعی بوده است که توسط پژوهشگرانی همچون 

های مبتنی بر تئوری لیاپانوف )همچون این شوند. روشلیاپانوف و غیر لیاپانوف دسته بندی می مبتنی بر به دو بخش بزرگ و کلی

های تغییر ناپذیر از این تابع لیاپانوف به عنوان زیر مجموعه2های زیرسطحباشند که مجموعهقاله( براساس محاسبه تابع لیاپانوف میم

، تابع ]48[ای ، تابع لیاپانوف چند جمله]47و46[های مختلفی همچون تابع لیاپانوف کسری رویه .شوندناحیه جذب محاسبه می

توان گفت باشند. در واقع میهمگی از اشکال رایج در این قسمت می ]50[و تابع لیاپانوف چند وجهی  ]49[ای معین لیاپانوف تکه

                                                      
1Region of Attraction enlargement 
2Sub Space 
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که یافتن بزرگترین مجموعه زیرسطح از یک تابع لیاپانوف از طریق بزرگترین معیار شکل ممکن، اساس مساله تخمین ناحیه جذب 

نوشته 2تواند به صورت یک مساله بهینه سازی دو خطیهایی برروی آن میسازی بوده و با اعمال ساده1اما این مساله، غیرمحدب .است

( همین موضوع را برای مساله اصلی 8تواند منجر به یافتن مقدار بهینه آن شود. قضیه )هایی مبتنی بر تکرار میشود که توسط روش

 کند.این پژوهش یعنی توسعه ناحیه جذب تشریح می

تعیین وضعیت بازخورد خروجی  کنندهکنترلباشد. که خروجی آن طراحی ین دستاورد این پژوهش میدر واقع این قضیه مهم تر

 باشد.برای سیستم ماهواره تحت اشباع و اغتشاش می

u ،بازخورد خروجی کنندهکنترل( را در نظر بگیرید. اگر 29سیستم تحت اشباع و اغتشاش ماهواره ) :8قضیه  = K∞C2x(t)  وجود

ایی که ناحیه جذب آن گسترش یافته و ناحیه ( برقرار باشد، آنگاه سیستم پایدار مجانبی است به گونه68باشد به طوریکه رابطه ) داشته

 پایدار آن مشخص شده است.

min(trace(P)) 

s. t: P > 0     Ψ2 ≤ 0     η > 0, 𝜎 > 0, 𝛾 > 0, ϑ > 0 

(68)  

 کهجایی

Ψ2 = [
ATP + K1

TBT𝛄𝐓P + K2
TBT𝛄𝐓P + PA + P𝛄BK1 + P𝛄BK2 + ηI + σ

2 PD C1
T + K1

TD12
T + K2

TD12
T

DTP −ϑ2I 0
C1 + D12K1 + D12K2 0 −I

] 

 

[
∈̅ I (𝛄K∞C)

T

(𝛄K∞C) u0(l)
2 ] ≥ 0 

            X = P−1

Y1 = K1P
−1, Y2 = K2P

−1

Y1
T = P−1K1

T, Y2
T = P−1K2

T

 

K∞ = K1 + K2 

( تشکیل شده است. اثبات هر کدام از آنها در جای خود انجام شده است. حل 7)و ( 6( و )5قضایای ) ترکیباین قضیه ازاثبات: 

های مبتنی بر ها استفاده ازروش، مشکل است. در این صورت، یکی از رویکردBMI همزمان و یکجای آن به خاطر ماهیت غیرخطی 

باشد. در واقع در رویکردهای تکراری عموماً با مشخص کردن و مشخص شدن بخشی از مجهولات و روند تکراری و تکرار می

( 69آید. رابطه )بدست میبرای سیستم تحت اشباع و اغتشاش  ∞K .کنندهکنترلاصلاح آنها، مشخصاً مجهول اصلی اینجا یعنی بهره 

 ( مشخص کرده است.1( را در قالب شبه کد )29برای سیستم ) ∞Kوند بهینه سازی و مشخص شدن ر

 

                                                      
1Non Convex 
2Bilinear Problem 
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برای سیستم تحت اشباع و اغتشاش  ∞𝐊( : شبه کدی برای یافتن فیدبک خروجی مقاوم 1شبه کد )

 در تعیین وضعیت ماهواره

  

 

1.  
2.  
3.  
4.  
5.  
6.  
7.  
8.  
9.  

10.  
11.  
12.  
13.  
14.  
15.  
16.  
17.  
18.  

 

,𝛄طی مقدار دهی اولیه در حل کننده ماتریسی خ 𝛝, 𝛜̅   (69)  

 
,K1انتخاب  K2  به عنوان متغیرهای مجهول و مقدار دهی اولیهγ = 1, ϑ > 0, ϵ̅ > 0, γ =

1, ϑ > 0,  

 min (trace(P))بهینه سازی 

 را ذخیره کنید و Pkدر هر تلاش یک مقدار 

min (trace(P)) 

errتا برقراری شرط کوچک شدن خطا حلقه را ادامه دهید  < 𝜃(𝜃 → 0) 

 ، بهینه سازی را ادامه دهیدϑتا انتخاب کوچک 

 min(ϑ2)توسط  6حل مساله بازخورد خروجی در قضیه 

 تا جائیکه ممکن است بهینه سازی را ادامه بدهید

 حل کنید.  γرا به منظور یافتن 8را ثابت نگه دارید و قضیه  ϑمقادیر 

errبررسی شرط  = ‖tr(Pk) − tr(Pk−1)‖ 

 بدست آید. errائیکه کمترین ادامه حلقه تا ج

,K∞،γمشخص شدن مقادیر  ϑ, ϵ̅ 

 

  

 سازیشبیه -5 

Dtسیستم مرتبه کسری  :1مثال
α

0
C x(t) = Ax(t) + Bu(t) + h(t, x(t))  0مرتبه مشتق . ]51[را در نظر بگیرید ≤ α ≤ Aو  1 =

[
−6 1
1 −2

] , B = [
1
0
] , K∞ = 3, C = [1 x(t)و  [0 = [

x1(t)

x2(t)
] ,   h(t, x(t)) =  [

sin(x1(t))

sin(x2(t))
] , Acl = [

−3 1
1 −2

. در  [

L(، ثابت لیپشیتز پیوسته با مقدار 3توانیم با استفاده از لم )را می hحقیقت تابع  = V(t)توانیم تابع لیاپانوف در نظر گرفت. می 1 =

xTx  باP = I2×2 شودمحاسبه می یاپانوفرا در نظر بگیریم. مشتق معادله ل 

Dt
α

0
C V(t) ≤ 2xT(t) Dt

α
0
C x(t) = [Ax + h(t, x(t))]

T
x + xT[Ax + h(t, x(t))] = −6x1

2 + 4x1x2 − 4x2
2 +

2x1 sin(x1) + 2x2 sin(x2) ≤ −4 [x1 −
1

2
x2]

2

− x2
2  

Dtبنابراین مشخص است که، 
α

0
C V(t) ( پایدار مجانبی با 28( در قالب سیستم کلی )1معین خواهد بود که در واقع حل مثال ) منفی

ATPخواهد بود. بنابراین  6قضیه ه ه بوجت + PA + ηI = [
−7 2
2 −2

] < ( نیز پایدار 28، است که حل این مثال در قالب سیستم )0

 مجانبی خواهد بود.
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باشد را در نظر بگیرید، در این صورت  ]44[شده کنترل وضعیت ماهواره در مرجع  ( که بیانگر مدل ارائه28و29های )سیستم : 2مثال

 باشند.( می70پارامترهای سیستم به صورت رابطه )

A = [
−0.7 0 0.4089
0 −0.175 0

−2.44 0 −0.4
] , h(t, x(t)) = [

0.3x2(t)x3(t)

– x1(t)x3(t)

x1(t)x2(t)
] ,

B = [
1
1
0
] , D = [

1
0
0
] , C1 = [1 0 0], 

 D12 = [1],          C2 = [1 0 0] 

(70)  

 

از روش فیدبک حالت استفاده شده است. به طوریکه بر اساس اظهارات همین مرجع فیدبک حالت طراحی شده برای  ]44[در مرجع 

umaxسیستم تحت اشباع به اندازه  = w(t)واحد به صورت  1و اغتشاش گوسی با دامنه  2 = 1e
(x−20)2

ام به اوج خود 20که در ثانیه22×2

ه صورت کننده بهنیه ب( ،کنترل68و جایگذاری مقادیر در رابطه ) 6رسیده است، به سیستم وارد شده است. با استفاده ازقضیه 

K1 = 0/33, K2 = 0/3046 , K∞ = مقایسه با مرجع شوند. پاسخ حلقه بسته سیستم کنترل طراحی شده در تعیین می 0/6346

Kآن فیدبک حالت  کنندهکنترلکه  ]44[اصلی  = [2/4930 0/0420 ( ارائه شده است. البته 5باشد، در شکل )می [4/1775

Ac، مشخص است که مجموعه مقادیر ویژه حلقه بسته ∞Kبازخورد خروجی کنندهکنترلبا توجه به نتیجه بدست آمده در طراحی  =

A + BK∞C  یعنیλ1,2,3 = { −0/1750 +  0/0000i, −0/7173 +  3/4432i, −0/7173 −  3/4432i }  منفی هستند، و

|arg (spec(Ac))|یعنی  2 این در واقع شرط اصلی قضیه >
απ

2
αρ(Ac)و   > Pیعنی 4و شرط اصلی قضیه  1 − N2QΓ(α) < 0 

سیستم کنترل پیشنهادی، عملکرد مناسب تری نسبت  (، مشخص است که5باتوجه به نتایج شکل )باشد، که برآورده شده است. می

های سیستم کنترل تحت اغتشاش و اشباع علاوه بر اینکه نوسان کمتری داشته دارد. در واقع پاسخ ]44[راهکار ارائه شده در مرجع 

 است، سرعت همگرایی بهتری نیز داشته است.

  

 ]44[واره در مقایسه با پاسخ سیستم کنترل طراحی شده در تعیین وضعیت ماه -5شکل 
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باشد. در های مهم ارزیابی سیستم کنترل طراحی شده، استفاده از نمایش سیگنال کنترلی روش طراحی مییکی دیگر از قسمت

ارائه شده است. به خوبی در این شکل  ]44[شده در  نشان داده( سیگنال کنترلی روش پیشنهادی در مقایسه با روش کنترلی 6شکل)

ست که عملکرد سیستم کنترلی باعث شده است که سیگنال کنترلی وارد ناحیه اشباع نشود و البته انرژی کمتری مصرف نیز مشخص ا

کند و درعین حال نوسان کمتری نیز داشته باشد که همه این فاکتورها در واقع بیان کننده عملکرد مناسب سیستم کنترل پیشنهادی 

 باشد.می

 

 ]44[م کنترل طراحی شده و روش ارائه شده درسیگنال کنترلی سیست - 6شکل 

باشد که بر اساس آن یکی از بزرگترین نواحی جذب ممکن بر اساس سیستم کنترل می 8های این مقاله، قضیهیکی دیگر از قضیه

 :به این صورت P آید. بر همین اساس ماتریسطراحی شده، بدست می

P = [
1.1677 −0.1677 0.0148
−0.1677 5.7143 −1.4290
0.0148 −1.4290 2.6819

] 

trace(P)شود. بزرگترین شعاع آن نیز در مشخص می = شود. مکمل همین قضیه، یافتن ناحیه جذب و شعاع مشخص می 9/5639

∋Bبرابر  8باشد که در آن ناحیه جذب و شعاع همگرایی ناحیه پایداردر قضیه همگرایی می = ( نیز بیانگر 7است. شکل ) 0/425

 ( را به سمت مبدا، در ناحیه پایدار مشخص کرده است.70باشد که رفتار مسیرهای حالت سیستم کنترل )یر میهمین مقاد
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 (8ناحیه جذب و شعاع همگرایی ناحیه پایدار در قضیه ) -7شکل

 ]44[جع ها نسبت به مر( مشخص است که عملکرد سیستم در همگرایی پاسخ7و6و5های )باتوجه به نتایج بدست آمده در شکل

های کنترل باشد که این مهم در طراحی روشتر میهزینه کنترلی آن نیز کمتر و قابل قبول عت مناسبی داشته است. در عین حالسر

باشد. ناحیه جذب بدست آمده به همراه ناحیه پایدار نیز، نشان دهنده عملکرد مناسب سیستم کنترل پیشنهادی بسیار حائز اهمیت می

 ( ارائه شده است. 1روش پیشنهادی نیز در جدول )پارامترهای  رمقادیباشد. می

 جزئیات در طراحی و شبیه سازی سیستم کنترل پیشنهادی -( 1جدول )

 پارامتر مقدار پارامتر مقدار

𝟎/𝟗 𝛂 2/22 ϵ̅ 

𝟎/𝟕𝟖 𝛄 9/5639 trace(P) 

-2 𝐮𝐦𝐢𝐧 2 umax 

 گیری نتیجه -6 

طراحی پایداری و  باشد. دراین مقاله به بررسی روشها میدر طراحی ماهواره هاچالشاز مهم ترین کنترل وضعیت ماهواره 

رفتار آشوبناک . ایمهای دینامیکی مرتبه کسری تحت اشباع و اغتشاش پرداختهکنترل بازخورد خروجی ماهواره در قالب سیستم

 کنندهکنترلاند. یک تلف مانند نمای لیاپانوف و انشعاب تجزیه و تحلیل شدهای مرتبه کسری با استفاده ازابزار های مخسیستم ماهواره

. استها با استفاده از چندین لم و قضیه و شرایط محدود، طراحی و پیاده سازی شدهبازخورد خروجی ایستا برای کنترل این نوع سیستم
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در حالت آشوبناک در مساله کنترل وضعیت پیاده و  اهوارهها بااستفاده از قضایای متعدد روی کلاس خاصی از مسازینتایج شبیه 

، مشخص شد ]52[با تکیه بر مفاهیم  ]44[اجرا شدند و همگرایی در عین اثبات و تضمین پایداری برقرار شد. در مقایسه با مرجع 

د. علاوه بر این، نتایج به تری دارروش پیشنهادی سرعت همگرایی مناسب داشته و در عین حال سیگنال کنترلی عملکرد کم هزینه

ها، قابل دفاع و اند که صحت نتایج و ارزیابی روش کنترل پیشنهادی در کنترل وضعیت ماهواره با توجه به پاسخوضوح نشان داده

ی زمان و پیاده ساز اهای پیش روی این مقاله، مساله ورود به حوزه زمان گسسته با انگیزه اجرچالش باشد. از مهم ترینارزشمند می

های مرتبه کسری زمان گسسته مخصوصا در اثبات پایداری نکات باشد که سیستمحقیقی در بستر نرم افزار و سخت افزار در حلقه می

تواند در ادامه این باشد که میمهمی دارند. علاوه بر این موضوع مساله تاخیر در ورودی تحت اشباع نیز یکی دیگر از پیشنهاداتی می

 جه محققین قرار گیرد. کار مورد تو
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