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Abstract 

In this article, an efficient method for finding the correspondence between 3D models containing dynamic and non-rigid 
deformations is proposed, which uses the geometric features of the models. For this purpose, an intrinsic feature based on 

geodesic distances of points is used and the effectiveness of the proposed method for matching three-dimensional shapes is 

shown. First, a set of landmarks (salient points or special points) are identified and selected by sampling the farthest point. 
Then, the feature matrix of the models is created based on the geodesic distance of the points of the 3D shapes from the 

landmarks. In the following, a linear assignment problem is solved by applying the LAPJV algorithm, whose cost function 

contains the feature matrix of the models. Conducting extensive tests on different models from the standard data set shows 
the quantitative and qualitative superiority of the proposed method compared to other methods including approaches [48], 

[50] and [60]. The results show that the proposed method achieves better results in accuracy and efficiency compared to the 

methods [48], [50] and [60] on models with dynamic and non-rigid deformations and non-isometric cases. 
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1. Short Introduction  

Finding correspondence between 3D shapes is a fundamental task in geometric processing, with applications in shape 

interpolation, reconstruction, and deformation transfer. Traditional methods, such as those relying on heat kernel signatures 

or wave kernel maps, excel in isometric deformations but struggle with non-rigid, motional, and non-isometric changes due 

to altered geodesic distances and computational complexity. This paper proposes an efficient approach using intrinsic 
geometric features based on geodesic distances from salient points detected via farthest point sampling. The feature matrices 

are matched through a linear assignment problem solved by the LAPJV algorithm, enhancing accuracy and efficiency. 

Motivated by the need to address real-world challenges like severe pose variations and non-isometric deformations in standard 
datasets, our method demonstrates superior quantitative and qualitative performance over existing techniques. 

2. Proposed Work  

The proposed method designs an efficient framework for 3D shape correspondence, comprising three key stages. First, 
salient points are detected using farthest point sampling based on geodesic distances, approximated via average geodesic 

distance (AGD) and Fast Marching algorithm, with 16 points selected to balance accuracy and computation. Second, feature 

matrices are extracted by computing normalized geodesic distances from all vertices to these salient points, forming a robust 
geometric descriptor. Third, correspondence is established by solving a linear assignment problem (LAP) using the LAPJV 

algorithm, where the cost matrix derives from Euclidean differences between feature matrices, ensuring unique point-to-point 

mappings with low complexity. Experimental evaluations were conducted on DT4D (non-rigid deformations) and SMAL 

(non-isometric deformations) datasets, using MATLAB on a Core-i7 system. Quantitative results, based on geodesic error 

curves, show the method achieves average geodesic errors of 0.071 on DT4D and 0.1718 on SMAL, outperforming baselines 

(GDD [48], IDPC [50], and Zoom Out [60]). Area Under geodesic error Curve (AUC) exceed 85% on DT4D and 62% on 
SMAL, with runtime around ~22 seconds per pair. Qualitative visualizations confirm superior matching in pose-variant and 

species-differing (non-isometric) shapes. The findings highlight enhanced accuracy and efficiency for non-rigid, non-

isometric cases, attributed to intrinsic geodesic features and optimized assignment. Limitations include assumptions of 
complete meshes and potential sensitivity to extreme outliers; future work will extend to partial/degraded shapes and integrate 

post-processing for symmetry handling. 

3. Conclusion 

In this paper, an efficient method based on the LAPJV algorithm for linear assignment is proposed to establish unique 

correspondences between points of 3D shapes using geodesic distance features from salient points. Evaluations on benchmark 

datasets DT4D and SMAL demonstrate superior accuracy (lower average errors) compared to baselines (methods GDD [48], 
IDPC [50], and Zoom Out [60]), alongside reduced computational complexity and faster runtime. Overall, the approach excels 

in handling non-isometric deformations and pose variations. 
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مقاله این  براک   روش  یک  در  تناظر  ارآمد  یافتن  شکلبعدسه   یهامدل   ینبی  تغییر  حاوی  و  ی  های حرکتی 

از یک ویژگی ذاتی  منظور،    ینا  یبرا  .کندها استفاده میی هندسی مدلهایژگیوغیرصُلب پیشنهاد شده است که از  

بعدی نشان داده  های ژئودزیک نقاط استفاده کرده و اثر بخشی روش پیشنهادی برای تناظریابی اشکال سهمبتنی بر فاصله 

  انتخاب ، شناسایی و  نقطه  یندورتر  ی بردارنمونه از طریق    ( یا نقاط ویژه   ها )نقاط برجسته از نشانه   یامدموعه شود. ابتدا،  می

در    .شودیم  یدادا  ها بعدی از نشانهیک نقاط اشکال سه بر اساس فاصله ژئودزها  یژگی مدلو  یس، ماترسپس.  شوندیم

تخص  یک  LAPJVیتمالگورکارگیری  بهبا    ادامه، ماتریس  میحل  ی  خط  یصمسئله  آن حاوی  هزینه  تابع  که  شود 

از برتری    شانن  استاندارد  ی هامدموعه داده های مختلف از  های گسترده روی مدلها است. اندام آزمایشویژگی مدل

[ دارد. نتایج نشان  60[ و ]50[، ]48ی دیگر از جمله رویکردهای ]هاروش کیفی روش پیشنهادی در مقایسه با    و  یمّکَ

با روش می مقایسه  پیشنهادی در  ]دهند که روش  ]48های   ،]50[ و  تغییر شکل[ روی مدل60[  با  و های  های حرکتی 
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 مقدمه   -1

معین  چند شکل    یا دو    یننقاط متناظر ب  یافتن شود،  یرفته مگ نظر  در  یبعداشکال سه   یل که در تحل  ییکارها  ینتریاز اساس  یکی 

یابی پیدا کردن یک رابطه معنادار )نگاشت( بین عناصر اشکال داده شده است. تعیین  مسئله تناظر ی هدف اصل  دیگر، است. به عبارا

هایی از اشکال که از  تر، شناسایی قسمتتواند از موارد ساده اینکه چه تطابقی معنادار است به کار مورد نظر بستگی دارد. این کار می

دهند؛ متغیر باشد. البته  های یکسانی را نشان میی از اشکال که بخش تر، ارتباط بین عناصرنظر هندسی مشابه است تا مسایل پیچیده 

بهممکن است تکه تطبیق  قابلهای  باشند. در شکل  طور  توپولوژی متفاوا  یا  نظر هندسه، ساختار تکه در کل شکل  از   1توجهی 

،  است  یزبرانگچالش   یبعداشکال سه  ینب  یمحاسبه تناظرهاطور کلی،  ای در تناظریابی نشان داده شده است. بهای از چنین مسئله نمونه

ها در مقیاس محلی و کلی )جهانی( است تا بتوان تناظرهای معناداری برقرار  یرا نیازمند درک عمیق ساختار اشکال و رفتار قطعاا آنز

کند  بعدی نقشی اساسی در کاربردهای متنوع پردازش هندسی ایفا می، تناظریابی اشکال سهمسئلهکرد. با وجود پیچیدگی ذاتی این  

های  یل تحلکه بستری برای    است ی  مهم  چالش یق تناظرها بین دو یا چند شکل همچنان  دقاز سوی دیگر، شناسایی خودکار و    .[1]

عملیاتی بنیادین در    بعدی سه  اشکال  ین ب رو، تطبیق . از اینکندمیفراهم  را  مختلف  های  حوزه در  تر  ی گسترده اربردهاتر و ک پیشرفته

، بازیابی  3بافت ، انتقال  2شکل  یبازساز،  1یابی اشکال درونی از جمله  و پردازش هندس  های گرافیک کامپیوتریبسیاری از الگوریتم

و    9آشکارسازی تغییراا  ،8تقارن  آشکارسازی،  7شکل  ییرااانتقال تغ  ،6ی بعدسه  اسکنی  هاداده   یترازهم  ،5ها انتقال بخش،  4شکل

 .[2شود ]محسوب می 10یآماری سازمدل

 
ساز انسان(. اجزای تشکیل دهنده اشکال از نظر هندسی و تعداد  ای از اشکال )ظروف دستیک مثال از مسائل چالشی در تناظریابی برای مدموعه.  1شکل  

 [. 1گاه، دسته کوتاه یا بلند و نحوه اتصال به همدیگر( با هم متفاوا هستند ] های تشکیل دهنده )نوع و تعداد دستگیره، گردنه، تکیهتکه

ی محلهای  یژگیوی پیشنهادی مبتنی بر توزیع هستند که از هیستوگرام برای بازنمایی  های تناظریابی، توصیفگرهاروشدر اکثر  

سهمدل میهای  استفاده  ]بعدی  ا[3کنند  ک مهم    خصوصیااشامل    هایژگیو  ین .  هستند  تبداشکال  برابر  در    نظیر   یهندس  های یل ه 

طور کلی، به مقاوم هستند. یز و نو  یی، ماا شدگی روشناییراا  تغ  یی اشکال، جاجابه ناشی از    خوردگی، چرخش، تاب  پذیریمقیاس

 .  [4] هایژگیو  برقراری تناظر بینو  مناسب یفگراستفاده از توص ، هایژگیاستخراج وی است: شامل سه مرحله اصل فرآیند تناظریابی

امروزه در گرافیک ها مورد مطالعه قرار گرفتهطور سنتی مسئله تناظریابی در زمینه تدزیه و تحلیل تصاویر و حدمبه اما  است، 

مسائل تناظریابی    .استعنوان یک هدف پژوهشی مطرح  های مثلثی یا مدموعه نقاط، بهکامپیوتری و برای اشکال هندسی با شبکه 

 
1 Shape interpolation 
2 Shape reconstruction 
3 Texture transfer 
4 Shape retrieval 
5 Segmentation transfer 
6 3D scan alignment 
7 Deformation transfer 
8 Symmetry detection 
9 Change detection 
10 Statistical modeling 
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را می طبقه اشکال  انواع مختلفی  به  تفاواتوان  اما،  قابلبندی کرد.  این  های  بین  الزاماا محاسباتی مسائل  توجهی  دارد که  وجود 

به هدف مشترکی، یعنی ایداد نگاشتی معنادار از  مسائل  ها، همه این  کند. با وجود این تفاواها ایداب میمتفاوتی را برای حل آن

  شده در  معرفیروش  [ و  1در ]ارائه شده  های  عنوان مثال، بر اساس مطالعاا و بحث[. به1یک شکل به شکل دیگر، متمرکز هستند ]

نزد  یابیباز  مسئله،  [5] ارتباط  نقاط، وجهیرا میز،  اردتناظریابی اشکال دبا    یکیشکل  )نظیر  تطابق عناصر  از  ها، نقاط ویژه و  توان 

 استفاده کرد.  دو شکلبین  شباهت   سندش  ی براهای اسکلتی( مشخصه

توان بر اساس معیارهای مختلفی از جمله سطح شباهت )کامل یا جزئی(، نوع پردازش  بعدی را میهای تناظریابی اشکال سهروش

با  بندی کرد.  ای(، تراکم خروجی )پراکنده یا انبوه( و نوع تغییر شکل )ایزومتریک یا غیرایزومتریک( طبقهشکل )جفتی یا مدموعه

  ییرااتغتناظریابی مبتنی بر  مثال،    یشود. برایم  توجهی پیچیده طور قابلبه  یبعداشکال سه   ینب   یارها، فرآیند تطبیقمع  یندر نظر گرفتن ا

خمش    ی،بندشود. مفصلیها حفظ م مش  یرو   بین نقاط  یکیژئودز  هایه فاصلیرا در این نوع تغییر شکل،  ز،  تر استساده   یزومتریکا

، گیفشرد  یدگی یا کشهای غیرایزومتریک، مانند  تغییر شکل،  یزومتریک هستند. در مقابلاهایی از تغییراا  نمونه  لب صُ های یلو تبد

طور  اگرچه تناظریابی اشکال ایزومتریک به  .یابدیکی بین نقاط تغییر مید، اما فواصل ژئودزکننیحفظ م را  اشکال    ینب  ییشباهت معنا

های مبتنی بر این سناریوها در موارد غیرایزومتریک عملکرد گسترده مورد مطالعه قرار گرفته است، ولی ممکن است استفاده از روش

بهینه در سناریوهای غیرایزومتریک عملکرد  [، دستیابی به  8-6های پیشرفته ارایه شده در ]باشند. حتی با استفاده از روش  مطلوبی نداشته

ها و خطاهای مختلفی  ها تحت تاثیر محدودیتها نیز اهمیت بسزایی دارد، زیرا آن دشوار است. از سوی دیگر، انتخاب مدموعه داده 

تکه  بین  انسدادی، همدوشی  نویز، خود  تکنیک)نظیر  به  که  دارند  قرار  نوع  ها(  و  واقعی  دنیای  در  اشکال  از  برداری  تصویر  های 

[.  2کنند ]های تناظریابی اشکال ایداد  میاند. این عوامل چالشی اضافی برای روشهای اسکن )تک منبعی یا چند منبعی( وابسته روش

  ییرتغبعدی تحت تغییراا حرکتی شدید یا ترکیبی از حرکت )تغییر وضعیت( و سه ه اشکال آید ک پدید می یزمان یدچالش جدیک 

فواصل  ولی    اشکال وجود دارد   ینب  یزومتریکایرغ  هاییژگیوهایی، هر چند  حالت   ین. در چنقرار گیرند  یزومتریکایرغ  های شکل

  ین ا  ی مواجهه بابرای مؤثر  ارائه راه حلهدف اصلی این مطالعه،  .  شودیحفظ مصورا تقریبی  ها بههایی از آنبخشدر    یکیژئودز

طور خلاصه نشان داده شده  به   یبعداشکال سه   ینب  یقمختلف تطب  ی ها، چالش2است. در شکل    اشکال   یقدر تطب   یچیده پ  هایچالش

 .است

برا  ی استراتژ  یک  یشنهادی،در روش پ به کار    ی اشکال ورود  یهندس  هاییژگی بر اساس و  یبعدسه   یهامدل   یق تطب   یکارآمد 

نقاط    یینتع  ی براروش پیشنهادی تنها نیازمند شناسایی اولین نقطه برجسته )نقطه عطف یا نقطه ویژه( مدل است.    گرفته شده است. 

  ی ها یستمبا الهام از ساختار س.  شود  یروش م  یشود که مندر به کاهش بار محاسبات  یاستفاده م  یقبل  جسته از نقاط بری  برجسته بعد 

 .شود یاستخراج م یهر مدل به سادگ یهایژگیو  یسماتر ی،ماهواره ا  یابی یتموقع
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 . یبعدل سها شکتناظریابی اها در انواع چالشنمایشی از . 2شکل 

جفت نقاط مدل و نقاط    امتم  ینب  یکیژئودز  هو فاصل   شوند ینقاط مرجع در نظر گرفته مبرجسته یا ویژه به عنوان  در واقع، نقاط  

ید. برای دستیابی به یک رابطه صریح و  به دست آ  یکیژئودز یفگرمدل بر اساس توص  یهایژگیو  یسشود تا ماتریمرجع محاسبه م

  یژگیو  یس آن اطلاعاا ماتر  ینه که تابع هز  شود یاستفاده م  LAPJV  یتمبا الگور  یخط  یصحل مسئله تخص  ی استراتژ  تطبیق نهایی،

  ین مکان بنقاط هم   یین فرد هنگام تعمنحصربه  ییمندر به شناسا بیق، سرعت تط یشعلاوه بر افزااین استراتژی . گیردیها را در بر ممدل

که    (ICP)  یتکرار  طانق  ترینیکنزد  یا(  KNN)  یههمسا  ترینیکنزد  kمانند    یتکرار  هاییتمبرخلاف الگورزیرا،    .شودیها ممدل

که هر نقطه    کندیم  ینتضم  یشنهادیروش پ  ند،کن  یدانقطه در مدل منبع پ  یک  ینقطه متناظر در مدل هدف برا  ینممکن است چند

در مسئله   یدچالش جد یبرا مؤثرراه حل  یک پیشنهادی نقطه منحصر به فرد در مدل هدف است. روش یکدر مدل منبع مربوط به 

در    یزومتریکایرو موارد غ یدشد  یحرکت  ییراالب با تغصُیراشکال غ  ی را برا  ی ایشرفتهو پ ینهدهد و عملکرد بهیشکل ارائه م  یق تطب

 دهد. یمشابه ارائه م یکردهای رو یربا سا یسهمقا

به    یکارها  یناز مهمتر  ی، برخ2شده است. در بخش    یسازمانده  یرمقاله به شرح ز  یه بق   ی بعدسهین اشکال  ب  تناظریابیمربوط 

سازی روش پیشنهادی  یاا پیاده ، به جزئ4داده شده است. بخش    یحتوض   3در بخش    یلبه تفص  یشنهادی شده است. روش پ  یبررس

با خصوصیاا  داده استاندارد    مدموعهی دو  رو   یشنهادیروش پیج  نتا  واکاوی و    یش، آزما5است. در بخش    ده اختصاص داده ش 

  یشنهادی روش پ  یریگیدهنت   یت،مورد بحث قرار گرفته است. در نها  پیشرفته  یهابا روش   یسهدر مقا  یفیو ک   یمّبه صورا کَمختلف  

 است.  ارائه شده   6در بخش 

 کارهای مرتبط  -2

ای است که سوابق موفقیت آمیز خوبی دارد و راهکارهای مختلفی  بعدی یک حوزه تحقیقاتی شناخته شده تناظریابی اشکال سه

های مرتبط  های آن اعم از تطبیق شکل ایزومتریک، غیرصُلب یا غیرایزومتریک ارایه شده است و مرور کلی تکنیکبرای حل چالش

شود که بیشترین ارتباط را با روش پیشنهادی دارند،  فراتر از محدوده این مقاله است. بنابراین، به بررسی و مطالعه آثاری تمرکز می
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البته،  ها استوار هستند. های هندسی و توصیفگرهای هندسی مقاوم در برابر تغییراا شکل مدلهایی که بر تطبیق ویژگیویژه روشبه

 [ مراجعه نماید. 1، 9، 10تناظریابی اشکال ]در  یراخ هاییبه بررسینه  زم ین اتر در ی مطالعه جامعبراتواند مند میخواننده علاقه

های  های بین عناصر یا ویژگیها برای تناظریابی بین اشکال، تخمین شباهت ترین روش: یکی از اساسی1رویکردهای تطبیق ویژگی

شود. عناصر هر شکل اغلب توسط توصیفگرهای شکل تعریف خاصی از آنهاست که به عنوان رویکردهای تطبیق ویژگی یاد می 

آیند. این تابع شامل به حداکثر رساندن  سازی این توصیفگرها از طریق یک تابع هدف به دست میشوند و تناظرها با انتساب و بهینه می

شباهت بین توصیفگرهای متناظر و در عین حال به حداقل رساندن اعوجاج ناشی از تغییراا شکل است. در واقع، مسئله تناظریابی را  

های تخصیص خطی قابل حل است. تطبیق توان در قالب یک مسئله کمینه سازی بیان کرد که به طور موثری با استفاده از روشمی

کرد   ال عماِای از توصیفگرها برای عناصر اشکال وجود دارد،  های مختلفی که امکان محاسبه مدموعهتوان در زمینه ها را می ویژگی

های  توان به ثبت اسکنتواند به عنوان مبنایی برای ایداد تطابق اولیه در سایر رویکردها عمل کند. از جمله کاربردهای آن میو می

مدل سه از  استفاده  این،  بر  علاوه  کرد.  اشاره  اسکلتی  تطبیق  و  شکل سطوح  تغییر  پراکنده بعدی،  جزئی   2های  اشکال  تطبیق  برای 

خواهد به بهبود کارایی تطابق  های هندسی می[ رویکردی است که با تعداد محدودی از ویژگی11]  3ایزومتریک در سطوح متراکم 

از    یاریبس   یبرا  یژگیبر و  ی مبتن  یلو تحل  یهتدزهای محلی یا تغییراا هندسی، کمک کند.  در سناریوهای پیچیده شامل تغییر شکل

ها اغلب  یفگرتوص   یناست. ا  یاساسیک امر  شوند،  یم  ییشناسا  یمحل  یفگرهای که توسط توصیژه  وقاط  پردازش شکل با ن  یفوظا

 یرا ز.  کند  یچیده را پ  یتواند تطابق جزئیم  نواحی  ایناستفاده از  ،  اما.  کنندیم   یفمورد علاقه را در اطراف نقاط منفرد تعرنواحی  

کند ی م  ینگاشت دوطرفه معرف یکی برایتکن  [12در ]  شده ارائهروش شکل هماهنگ نباشند.  قطعاا  با هندسه    یممکن است به خوب

  ی جزئ  تناظریابی  ،هدف  یهناح شکل    یقتطبین روش با  . اشودتعریف می  ویژه دو نقطه  ر با استفاده از  مورد نظ  یهناح  یفگرکه در آن توص

در   ی را تا حدطرفه، نگاشت حاصل دو نگاشت   یقیتطب های ی بر اساس ویژگیضرور یر غ نواحیگرفتن   یده ادکند و با نتسهیل می را

 های متمایزی از سطح شی متکییا ویژگی 4ها، نقاط کلیدی نشانه به اغلبها یژگیو یقتطب .کندیممقاوم  یکیتوپولوژ ییرااتغبرابر 

  چند بین دو یا نقاط  ین ا یق و تطب یی. با شناسابعدی به کار می روندسه و تراز کردن اشکال  یسهمقا  ی است که به عنوان نقاط مرجع برا

و  یژگی  و  یق تطبیکردهای مبتنی بر  کرد که به رو  یل و تحل  یهتدز  را  بین آنها  ها و روابط ها، تفاواشباهتتوان  ی میبعدشکل سه

رفع ابهام تقارن    ی برایژه  و  قیدهای عنوان  به  یدی نقاط کل  تابعی،نگاشت    یکردهای مبتنی بردر رو  کند.یکمک م  نده پراک   تناظریابی

کاربران    صورا دستی توسط ممکن است به که  کنندیاستفاده م  یانقطه   های نشانهاز    متعددی   یها روش[.  13،  14شوند ]یاستفاده م

با اتکا    هایک تکن ین. ایابندگسترش  [  17ی ]منحن  های یت محدود[ یا حتی به  16گردند ]طور خودکار محاسبه  به  [ یا15]  ند وش  یفتعر

سازی مربعاا خطا  کمینهتمرکز بر    [ و19]  6هسته موج   هاینگاشت  [ یا18]  5ی مانند هسته حرارتیفگرهایی  توص های حفظ  بر استراتژی

  تناظریابی از جمله یهاچارچوب سایر در یدیکل طابر نق یمبتن های تطبیقروش .یابندیدست م ها نشانه  یقطبسازی به تینه طول به در

  ، [27-23]  مشترک  یپارامتریک حوزه  در    ل اشکا  یجاساز[ ،  22-20معین ]  قیدهای تحت    یرونیشکل ب   یترازبر هم   های مبتنیروش

  های یژگیحفظ و[ برای 30یریکله ]متقارن د ی نرژسازی مستقیم ا[ یا بهینه29سازی اعوجاج ][، کمینه28پارامترسازی متقابل سطوح ]
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اغلب از  یقی در تناظریابی مندر شوند. اما،  دق  یجنتابه    توانند یم   یراخ  هاییک تکن.  قرار گرفته است  یمورد بررس  نیز  ها( یز )نشانه متما

  نیمبت  یکردهایمهم رو  یهااز جنبه  یکی.  کنندیم  یلتحم  در فرآیند تناظریابیرا  یکی  توپولوژ  قیدهای  و  سنگین بوده   ینظر محاسبات

ه  کنند ک استفاده می  1ی بلترام  عملگر لاپلاس   یژه توابع و[ از  31. بسیاری از مطالعاا نظیر ] است  های مناسبیژگیانتخاب و  یژگی،بر و

  یلحل ت  در کل شکل را  ی  بلترام  لاپلاس   هاییهپاماهیت کلی  ،  [. با این حال32]  هستند   ینه به  محدود    ییراا توابع صاف با تغ  یشنما  یبرا

م  هایژگیو نظر  به  یردگیدر  است  تغو ممکن  با  غ  ییرااطور کامل  نباشد.   یزومتریکایرشکل  ا  یبرا  سازگار    یت، محدود  ین رفع 

در    یبه جاین رویکرد،  . ادهند   یشافزاها  یه در ساخت پارا  بودن    یو محل  یپراکندگ[ معرفی شدند تا  33]  فشرده   یفولدمن  یهاحالت

 شکل  یهایژگیوصورا یکپارچه بر شناسایی و استفاده از اطلاعاا محلی و مرتبط تمرکز دارد و استخراج  نظر گرفتن کل شکل به

های  پایه(،  یک)تمرکز بر نقاط نزد  لی بودن صفر( و محیرغوجود تعداد محدودی از عناصر  )  یپراکندگ  یج با ترو  . بخشدرا بهبود می

[ برای  34]  2به همین منظور، عملگر همیلتونی.  یزومتریک تنظیم شوندایرغ  ییراا ثبت تغ  یبرا  یطور موثرتربهتوانند  می  یبلترام  لاپلاس

ویژگی موثر معرفی شد. همچنین، روشاستخراج  پایه های محلی  با ترکیب  ویژگیبلترام  لاپلاس های  هایی  هندسی  ی و  ارائه  های 

ها اغلب برای  بخشند. اما، این روشهای تناظریابی را بهبود مینگاشتو  [  37-35کنند ]فراهم می یشتریب  یریانعطاف پذاند که  شده 

توصیف قدرتمندی از هندسه اشکال از   د.کننهای مربوطه را برآورده میاند و فقط محدودیتاشکال تقریبا ایزومتریک طراحی شده 

  یاتصورا ذ به یفیط یهم تراز[ معرفی شده است. در واقع،  38]غیرایزومتریک در ترازی مقادیر ویژه لاپلاسی بین اشکال طریق هم

 ند. ک  یل تسه[ 39، 40] موجود یزومتریکا یهاروشبا استفاده از را   یق ق دقیتطبتواند رو، میاز اینکند و  یم یزومتریکدو شکل را ا

تواند  یل است که ماشکاعناصر    یفگرهای توص  یناستفاده از شباهت بتناظریابی،  ی برا  یگریروش د  رویکردهای تطبیق توصیفگرها:

نقطه به نقطه مانند    یفگرهایممکن است از توص   ینهق بهی. تطبحاصل شود[  43،  44] خودکار  یا[  41،   42]ی  دست  یا نقطه  یقتطب  یقاز طر

شاا توص  یا[  45،  46]  فاصله  یفگرهای توص در  [  47]  3یفگرهای  کند.  متغشباهتبر    یمبتنهای  روشاستفاده    یا  یهندس  یرهای، 

 ی زوجعباراا    یارئوس(    ی)رو   یانقطه   صورا عبارااهه بشوند ک محاسبه    یافتهشکل   ییرمدل تغ  یکتحت    توانندی م  یفگرهاتوص

  های ویژگی  و  اهیت به محدود  یانقطه   هایزیرا، ترم .  هستند  مؤثرترشوند. عباراا زوجی در این میان  یم  یفرئوس( تعر  جفت   ین)ب

روابط بین جفت نقاط   یزوج های ترمکه  یدر حالدهند. ینقاط متناظر را نشان م ین عدم شباهت ب یا شباهت دارند و اشاره  ی نقاط فرد

  شودیم  ی مندر تابع انرژ  یک  ایداد   به یفگرها  توص  ین ایب  . ترک کنندیمی را ثبت  ساختار  یا   یاطلاعاا مکانرا رمزگذاری کرده و  

در کند،  فراهم می  تناظریابی  مسائلحل    یبراتر  تر و مقاوم یقدق  یکردیو روشود  حاصل میمورد نظر را    تطبیق  ،آن  سازیینه کم  با  که

انتخاب توصیفگر مناسب به نوع تغییر شکل بستگی دارد. برای مثال در تغییراا ایزومتریک، [.  10] شود  ی م  یجنتامندر به بهبود    یت نها

  یق تطب   فرآیندو    شده حفظ    یزومتریکاشکال ا  سطح  ی جفت نقاط رو  ین باستفاده از فواصل ژئودزیکی مناسب است. زیرا این فواصل  

یک توصیفگر فاصله ژئودزیکی معرفی شده است که فواصل ژئودزیکی GDD4،  [48به عنوان نمونه در مطالعه ]  د.نکنیم  تسهیل را  

کند که برای تقریب  کند. این رویکرد یک پایه فاصله ژئودزیکی را تعریف میرا به صورا ترکیبی خطی از توابع پایه کدگذاری می

توان  دهد. در واقع، تناظریابی را میه میئتری اراسازی شده و نمایش دقیق های ژئودزیکی با استفاده از نُرم فروبینوس بهینهفاصله  فشرده 
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، بدون نیاز به  ICP1های جستدوی نزدیکترین همسایه مانند الگوریتم  با مقایسه توصیفگرهای فاصله ژئودزیکی اشکال از طریق روش

 GDDهای  یش اشکال بر اساس نما  یق تطب  یبرایم  مستق  یکردیدهنده رونشان سازی اندام داد. این عملیاا  های برش یا سُستروش

 . ها استآن

  تعریف شده   توابع  ینب  ینگاشت صورا  را به   تناظریابیمسئله  [،  49ی معرفی شده در ]تابع  یهاگاشت: ن2های تابعیهای نگاشتروش

اهش  روش، ک   ینا  یاصل  یتمؤثر است. مز  یاربس رویکردی  کنندکه  یم  سازینقاط سطح، مدل  یمنگاشت مستق  ی جابه  ،سطوح  یرو

د. با گذشت زمان،  شویم  تفاده توابع اس  ینا  نمایش  یبرا  یبلترام  عملگر لاپلاس  یژه و  هاییه از پا، زیرا  است  تطبیقتوجه ابعاد مسئله  قابل

،  55]  ادغام شده است  یقعم  قالب یادگیریدر    تازگیبهو  [  53-50بهبود یافته ]مختلف    یکاربردها  ی برا  تابعی  یهامفهوم نگاشت 

ابعاد پا  یید که در فضانتمرکز دار  یتوابع  سازیینه بر به  ها روش  ینا  یفگر،بر توص  یمبتن  یسنتیکردهای  برخلاف رو[.  54  تر یین با 

رئوس با    ینب  تناظرهای،  تابعی  ینگاشتها پس از محاسبه  .  شوندیداده م  و نمایش  یل تحلتدزیه و    ،اشکال  )نقاط(  تعداد رئوس  نسبت به 

را  ی تریق دق یسه ، مقااشکالها در هندسه  ها و تفاوا شباهت سازی که با برجسته د شونمیاستخراج [ 49] مختلف ی هااستفاده از روش

 ICP  یکاز تکن  اغلباست که    تابعی  یهااصلاح نگاشتتناظریابی،  عملکرد    بهبود  یبرا  یجرا  یاستراتژ  یک  ند.نک یم  پذیرامکان

-56سازی یک تابع انرژی ]ها از طریق کمینهسازی نگاشت . در ادامه، بهینهکندیاستفاده م اینقطهبه   تابعی  ینگاشت ها  یلتبد یبرا

در   تابعی  ی هانگاشت یفیوضوح ط   یشافزا[، 59الزام اساسی ] یک به عنوان  دوطرفه بودن نگاشت   شرطبا    موثر[، اندام تناظریابی 58

 ی معرف [  61ترازی طیفی ]ه روش اصلاحی مبتنی بر همئای با اراهای تابعی و نقطه[ و تدزیه و تحلیل رابطه بین نگاشت60یش ]طول پالا

یه، اغلب عملکرد  اول  تابعی  یهانگاشت تعیین  در  خطا  احتمال    یلبه دل  یشو پالا  یق تطب  یادو مرحلههای  شحال، رو  ینبا ا  . اندشده 

تمرکز های تابعی  یق برای نگاشت عم  یادگیری   یهابر روش   ایینده طور فزامحققان به  یر،اخ  ی ها. در سال دارندمتر از حد مطلوب  ک 

عمیق نظارا شده با نگاشت    یهااز جمله شبکه ،  اندکرده   یرا معرف  یق عمهای تابعی  مطالعاا متعددی نگاشت  2017اند. از سال  کرده 

به   نظارا    یهانسخه FMNet3  [62  ،]تابعی موسوم  [ که 64]  FMNet-DUO4های یادگیری عمیق  [ و شبکه 63]   FMNetبدون 

 . است یآموزش یها ها از داده یژگیو  یممستق یکردها، یادگیریرو اصلی این   هدف

 روش پیشنهادی  -3

پ وجود  زمقابل  های یشرفتبا  در  اشکالتوجه  تناظریابی  تطبینه  چالش  یزومتریکایرغ  ی هامدل  ینب   یق،  است.    اساسی  یهمچنان 

کلاس تعلق    یکبه    ییاز نظر معنااشکال  که    دهد رخ می  یزمان  یبعداشکال سه تطبیق  در  دشوارترین حالت  که    دهد یشان من  مطالعاا

ن داشته باشند   های یژگیو  قادر به شناسایی و ثبت  ید با  یتم تناظریابیالگور  ، یموارد  چنین باشند. در    یزومتریککه ا  یست ، اما لازم 

ها حاکی از آن است بررسی .ه کندئنتایدی با کیفیت بالا ارادهد تا  هشرا کا یاعوجاج محل همزمان  وباشد در هر دو شکل دار امعن

ق  یبر تطب  یشتر بدون نظارا موجود ب  یکردهای رو  یق، عمهای تابعی مبتنی بر یادگیری  ی نگاشتها روش  یعسر  یشرفت پ  که با وجود 

ا  یکنزد  اشکال باایرغ   اشکال  یق تطبر  نظارا شده د  یها با روش  یسه در مقا  یا  تمرکز دارند  یزومتریکبه    یهاشکاف   یزومتریک 

 
1 Iterative Closest Point Algorithm 
2 Functional Map Methods 
3  Functional Map Networks   
4 Deep Orientation-aware Functional Map Networks 



 

 

13 
ی هندس یهای ژگیبا استفاده از و  بعدی ¬اشکال سه یابی تناظر یروش کارآمد برا کی  

 اميرفتحيان، حسين ابراهيم نژاد  اميررضا

 1404 بهار و تابستان، 1 هشمار 12   برق، دوره یدر مهندس یرخطیغ یهاسامانه  یه نشر

 

 

Journal of Nonlinear Systems in Elect. Eng. Vol.12, No.1 Spring and Summer 2025 
 

]قابل  یعملکرد ا  .[65توجهی مواجه هستند  تا راه ،  مقاله  ین در  برای تطبیق  تلاش شده است  با تغییراا  سه  اشکالحلی موثر  بعدی 

ه شود. رویکرد  ئغیرایزومتریک هستند، ارا  شکل  ییرتغطور همزمان شامل تغییر موقعیت و  هایی که بهحرکتی شدید )غیرصُلب( یا مدل 

با روش نزدیکی  ارتباط  بر تطبیق ویژگیپیشنهادی  بههای مبتنی  ای را تولید  های نقطهطور مستقیم نگاشتها و توصیفگرها دارد و 

ای با  ی تاکید دارد. هدف، دستیابی به تطبیق نقطهکل  نقاط برجسته در حین محاسبه نگاشت حفظ  ر  بکند که تا حدی بهینه بوده و  می

بین   بالا  )یعنی شکل    ی، بعددو شکل سهکیفیت  و  SMمنبع  ) شکل  (  ک (TMهدف  است  به ،  ی چند وجهی  مثلث  یهاصورا مشه 

 سه بخش اصلی است:  شامل )تعداد نقاط معلوم( در دسترس هستند. روش پیشنهادی   Tnو   snرئوس  تعداد با  )منیفولد( 

 شناسایی نقاط برجسته )نقاط ویژه( اشکال ورودی  (1

 ها: بر اساس توصیفگر فاصله ژئودزیکی و نقاط برجسته استخراج شده استخراج ماتریس ویژگی مدل (2

 برای تطبیق نهایی LAPJV1استراتژی حل مسئله تخصیص خطی با الگوریتم  (3

های بنچ مارک متنوع غیرصُلب و غیرایزومتریک ارزیابی شده و نتایج آن با رویکردهای مشابه  روش پیشنهادی روی مدموعه داده 

توجهی در تطبیق  های تابعی مقایسه شده است. روش پیشنهادی بهبود قابلبا توصیفگر ژئودزیکی و نگاشت   مبتنی بر تطبیق ویژگی

های رقابتی )که در ادامه مقایسه خواهند شد( ایداد کرده و به کاهش  بعدی غیرصُلب و غیرایزومتریک نسبت به روشاشکال سه

پیشنهادی، شامل   بلوک دیاگرام و طرح کلی روش  بهبود کارایی تطبیق مندر شده است.  پیچیدگی محاسباتی، افزایش سرعت و 

جزئیاا کامل اجرای هر یک از مراحل روش پیشنهادی    ه شده است. در ادامه،ئارا 3شکل  تعاملاا و روابط بین اجزای مختلف در  

 طور جامع شرح داده شده است. به

 
 . بعدیروش پیشنهادی برای تناظریابی بین اشکال سه. بلوک دیاگرام و طرح کلی 3شکل 

 

 
1 Linear Assignment Problem solver with Junker Volgenant algorithm (LAPJV)  
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 شناسایی نقاط برجسته )نقاط ویژه( اشکال ورودی  -3-1

شناسایی   یبعد برجسته و متناظر در هر مدل سه  یهایژگیبا و  ی توان نقاطیمیق،  در حل مسئله تطب  ی ادراک انسان  یل بر اساس تحل

  ی رو  حلی قرار دارند، اغلبم   یداریو پا  یقو   یانحنا  ییرااتغکه در نواحی با  نقاط   ین. اهستند  فهمقابل    یشهود  صوراکه بهکرد  

  ی هااز مثلث  نواحی  ینایل  دل  ینهمبهباشد،    یشتربباید   نقاطاین  در    یدقت وجوه مثلث  .[66اند ]واقع شده اشکال   هایو تحدب   هاتقعر

های  کنند که ویژگیعمل میسطوح   ی رو  تعریف شده   تابع  یک  یمحل  هایماکزیمم  عنوان به  نقاط  ین ا.  شوندیم  تشکیلتر  کوچک

  ی هایژگیو  از   یکی  .ای داردی اهمیت ویژه ک انسانادردهدکه برای ای آن را نشان میمحل  ییرااتغکرده و    یف توصمختلف شکل را  

با توجه به این   را دارند.  یکیفاصله ژئودز یشترین ب  ،نقاط مدل یرسا که نسبت به طوری، به است یکدیگرها از آنفاصله زیاد  ، نقاطاین  

به نقاط  این  شناخته میخصوصیاا،  ویژه  یا  برجسته  نقاط  برجسته  شوند.  عنوان  نقاط  از    های مدلی  هایژگیو  یفتوص  در استفاده 

  مقاوم   یهندس  ی هایلو نسبت به تبده داده  ئ ارا  یافشرده   یشنما   نقاط ین  ا، زیرا  است  ید شکل مف  تطبیق  ی هایتمالگور  برای   یبعدسه

، قادر به تعیین  مرجع  نقاطعنوان  به  نقاطاین  استفاده از  ای و  یابی ماهواره ی موقعیتهایستمساختار س  از  الهام روش پیشنهادی با  هستند.  

در  دارند.  برجسته مربوطه  نقاط    از  یکسانی هستند که فاصله    مدل، نقاطی روی  مکانهم  نقاط  .است  ها مدل  ینب   مکانهمنقاط  دقیق  

 شناسایی   مبتنی بر فاصله ژئودزیکیبرداری دورترین نقطه  هر مدل با استفاده از استراتژی نمونهای از نقاط  روش پیشنهادی، زیر مدموعه

ها را  را محاسبه کرده و تعدادی از آننقاط   یکیفواصل ژئودزFast Marching [67  ،]گیری از الگوریتم با بهره   روش ین . ادنشویم

اما، محاسبه فاصله ژئودزیکی بین تمام جفت    کند.یم  یکی هستند، انتخاب فاصله ژئودز  یشترینبهای مختلف مدل دارای  که در قسمت

می مندر  محاسباتی  پیچیدگی  افزایش  به  مینقاط  مشکل،  این  رفع  برای  ژئودزیکی،شود.  فاصله  میانگین  تعداد  AGD1توان  بین   ،

انتخاب نقاط ویژه  پیشنهادی، معیار  استفاده کرد. در روش  نقاط برجسته  برای شناسایی  ازآن  نقاط مدل را محاسبه و  از  محدودی 

نقطه   شود. این فرآیند با انتخاب یکمش اندام می  نقاط  یراز سابرداری دورترین نقطه  ی و بر اساس استراتژی نمونه تکرارصورا  به

نقطه  از یک    نقاط مشیکی بین  ژئودز  هایاصلهف  یانگینمیابد. ابتدا،  ویژه ادامه می  نقطه   spآغاز شده و تا شناسایی    ی روی مدلتصادف

برای شناسایی دومین نقطه  شود.  یم  یین تع)نقطه ویژه(  نقطه برجسته    ینعنوان اولبهفاصله    مقدار  یشترینبنقطه با  و  شده  محاسبه  ی  تصادف

عنوان نقطه  ای با بیشترین فاصله ژئودزیکی بهمدل محاسبه شده و نقطه  نقاط  یرساویژه و  نقطه    یناولبین    یکیژئودز  اصلوفبرجسته،  

شوند. در واقع، روش  شود تا نقاط ویژه بعدی استخراج  شود. الگوریتم پیشنهادی به همین ترتیب تکرار میبرجسته دوم انتخاب می

  نقاط   موردنظر  به تعداد  یدنرس  کند و این فرآیند تای استفاده میبعد  ویژه   نقطه   ی یافتن برا  یمدموعه نقاط برجسته قبلپیشنهادی از  

طراحی   کمتر  یمحاسباتپیچیدگی    با یکی  فاصله ژئودز  یانگیناز م  یقی دق  یبهدف ارائه تقراین رویکرد با    . یابدادامه می  ، spویژه،  

،  است  ای برخورداراز اهمیت ویژه   spمقدار    انتخاب  .که نیازی به محاسبه فواصل بین تمام جفت نقاط مدل نداردطوریشده است به 

در مقابل،    .بردبالا میرا    یمحاسبات   یچیدگیپیب را افزایش داده و در نتیده  تقرمورد استفاده در    نقاط تعداد    spبزرگ    یرمقادزیرا  

اطلاعاا  یل کمبود  دلبهکند که ممکن است  میل  یدخ  یبتقرفرآیند  در    محدودی را  نقاط   تعداد،    sp  کوچک برای  ریدامقانتخاب  

در روش پیشنهادی با توجه به ساختار توپولوژیکی اشکال ورودی و نتایج    .شود  فاصلهمندر به تخمین نادرست    ،شکلباره  در  یکاف

بعدی به صورا یک منیفولد در نظر  انتخاب شده است. بر اساس فرض اولیه، هر یک از اشکال سه 16برابر با   spها، مقدار آزمایش

 
1 Average Geodesic Distance 
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بهگرفته می یا یک شبکه چند وجهی مثلثی  از  عنوان مدموعهشود. یک منیفولد  اول  و یالرئوس، وجوه  ای  های همسایگی مرتبه 

𝑀و با نماد ها تعریف شده لبه رئوس یا  = {𝑉, 𝐹, 𝐸} شوند. ( تعریف می1ها مطابق با معادله )شود. این الماننشان داده می 

𝑉 = {𝓋𝑖 |𝓋𝑖 ∈ ℛ3 ,1 < 𝑖 ≤ 𝑛}

𝐹 = {𝔣𝑖𝑗𝑘 = (𝓋𝑖, 𝓋𝑗, 𝓋𝑘) |𝓋𝑖 , 𝓋𝑗, 𝓋𝑘 ∈ 𝑉, 𝑖 ≠ 𝑗 ≠ 𝑘}

𝐸 = {ℯ𝑖𝑗 = (𝓋𝑖, 𝓋𝑗) |𝓋𝑖 , 𝓋𝑗 ∈ 𝑉 , 𝑖 ≠ 𝑗}

         (1) 

رأس را   nبرای یک مش با    های همسایگی مرتبه اول رئوسمدموعه یال  Eوجوه و  مدموعه    Fرئوس،  مدموعه    V(،  1در رابطه )

(  2شود که تقریبی از آن طبق رابطه )، استفاده میAGDدهند. برای شناسایی نقاط برجسته از میانگین فاصله ژئودزیکی،  نشان می

 شود.محاسبه می

𝐴𝐺𝐷 = 𝑓(𝑣) ≈
1

𝑛𝑝𝑠

∑ 𝐷𝐺𝑒𝑜𝑑𝑒𝑠𝑖𝑐(
𝑛𝑝𝑠

𝑖=1
𝑣, 𝑝𝑖)    (2) 

𝑛𝑝𝑠(، 2در رابطه )
دهد. اولین نقطه برجسته مدل با  مش مثلثی را نشان میهر نقطه تصادفی روی    ipرئوس و    vتعداد نقاط تصادفی،    

 شود.می( تعیین 3طبق رابطه )  AGDتعیین حداکثر مقدار تابع میانگین فاصله ژئودزیکی 

𝑠𝑝1 = Argmax
𝑣∈𝑉

(𝐴𝐺𝐷(𝑣))     (3) 

( رابطه  می  𝑠𝑝1(، 3در  نشان  را  مدل  برجسته  نقطه  میاولین  مشخص  را  مدل  از  رأسی  اندیس  واقع  در  که  الگوریتم  دهد  در  کند. 

طور کلی، استراتژی استفاده از  شود. به پیشنهادی، پس از شناسایی اولین نقطه برجسته، استخراج نقاط ویژه بعدی به سادگی اندام می

(  استفاده 4شود. برای شناسایی نقاط برجسته )ویژه( هر مدل از رابطه )ی در نظر گرفته میبعد  ویژه   نقطه  یافتن  ی برای  قبلویژه  نقاط  

 شود.می

𝑠𝑝𝑚 = Argmax
𝑣∈𝑉

(min (𝐷𝐺𝑒𝑜𝑑𝑒𝑠𝑖𝑐(𝑣, 𝑠𝑝1), 𝐷𝐺𝑒𝑜𝑑𝑒𝑠𝑖𝑐(𝑣, 𝑠𝑝2), … , 𝐷𝐺𝑒𝑜𝑑𝑒𝑠𝑖𝑐(𝑣, 𝑠𝑝𝑚−1)))     (4) 

,𝑠𝑝1(، 4در رابطه ) 𝑠𝑝2, 𝑠𝑝3, … , 𝑠𝑝𝑚−1    نقاط برجسته )ویژه( شناسایی شده وv    هستند که برای شناسایی نقطه  رئوس مش مثلثی

( محاسبه  𝑠𝑝𝑚−1( از نقاط ویژه شناسایی شده ) vشوند. در واقع، فواصل ژئودزیکی هر راس مش )، استفاده می𝑠𝑝𝑚ویژه جدید،  

ای که دارای بیشترین فاصله ژئودزیکی است شود. سپس از میان نقاط با کمینه فواصل، نقطهها انتخاب میشده و کمینه این فاصله

، احتمال انتخاب نقاط نزدیک به  نقطه ین دورتر ی بردارنمونه یتماستفاده از الگورشود. عنوان نقطه برجسته )ویژه( جدید انتخاب میبه

از    رویکرد  ینای فواصل کمتری دارند.  با نقاط برجسته قبل  یگیهمسا  یلبه دلدهد، زیرا این نقاط  نقاط برجسته قبلی را کاهش می

نسبت به  نقاط  دورترین    کند که نقاط انتخاب شده،کرده و تضمین می  یریمدل جلوگ  یک ناحیه ازنقطه برجسته در    ین چند  انتخاب

ند. الگوریتم مورد استفاده برای استخراج نقاط  گیرتر مدل قرار میدر نتیده نقاط برجسته در نواحی متمایز و برجسته   .یکدیگر باشند

  .شودها برقرار میبین آنپراکنده   یهاول تطبیق قاط، یک  ن  ینا  ییشناساخلاصه شده است. پس از    1برجسته )نقاط ویژه( در الگوریتم  

  یق از آنداکه تطبکرد.  استفاده  WKS  [19  ][ یا  18]  HKSمانند توصیفگرهای    خودکار  ی دستی یاها از روش  توان این منظور، میبرای  

ی  بر اساس شهود انسان ی و دستصورا به یه اول ؛ تطبیق کند تریبق متراکم را طولان او طول مدا تط بوده بر زمان  تواندیابزارها م  ین با ا

 شود.یم برقرار و ادراک بصری 
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 : الگوریتم استفاده شده برای شناسایی نقاط برجسته از مدل ورودی 1الگوریتم 

 ها( ها و یال ها، وجه ای از رأسهای مثلثی چندوجهی مدموعههای ورودی مرجع و هدف. )مشمدل -:هاورودی

 ( 𝑁𝑠𝑝تعداد نقاط برجسته مورد نیاز )  -

 ( pF: بردار نقاط ویژه مدل حاوی اندیس نقاط برجسته )خروجی

 ( sp=16نقطه تصادفی از مش ورودی. )در ایندا  n: انتخاب 1

 تطبیق تا  1با شمارنده  forحلقه : 2

 ( Fast-Marchingمحاسبه فاصله ژئودزیک هر نقطه از همه نقاط روی مش با الگوریتم پیمایش سریع ) :3

 forپایان حلقه : 4

𝐴𝐺𝐷)       : محاسبه میانگین فواصل ژئودزیک      5 ←
1

𝑛
∑ 𝐷𝐺𝑒𝑜𝑑𝑒𝑠𝑖𝑐(𝑛

𝑖=1 𝑣, 𝑝𝑖)) 

𝑠𝑝1عنوان اولین نقطه برجسته  .....  ) : شناسایی نقطه با بیشترین مقدار میانگین فاصله ژئودزیک به6 ← Argmax
𝑣∈𝑉

(𝐴𝐺𝐷(𝑣))) 

𝑠𝑝2)                             : شناسایی دومین نقطه برجسته مبتنی بر نقطه برجسته اول  7 = Argmax
𝑣∈𝑉

(𝐷𝐺𝑒𝑜𝑑𝑒𝑠𝑖𝑐(𝑣, 𝑠𝑝1))) 

 𝑁𝑠𝑝تا   3با شمارنده  forحلقه : 8

 شناسایی نقاط بعدی مبتنی بر نقاط برجسته قبلی : 9

                              𝑠𝑝𝑚 = Argmax
𝑣∈𝑉

(𝐷𝐺𝑒𝑜𝑑𝑒𝑠𝑖𝑐(𝑣, 𝑠𝑝1) , 𝐷𝐺𝑒𝑜𝑑𝑒𝑠𝑖𝑐(𝑣, 𝑠𝑝2) , … , 𝐷𝐺𝑒𝑜𝑑𝑒𝑠𝑖𝑐(𝑣, 𝑠𝑝𝑚−1))) 

 forپایان حلقه : 10

 ( pF: استخراج اندیس نقاط برجسته به صورا یک بردار ویژگی  )11

 

 ها استخراج ماتریس ویژگی مدل -3-2

کند. این فرآیند با الهام  های هر مدل از نقاط برجسته )نقاط ویژه( شناسایی شده استفاده میروش پیشنهادی برای استخراج ویژگی

، بر اساس محاسبه فواصل ژئودزیکی تمام نقاط مدل از نقاط ویژه مربوطه اندام  GPSیابی جهانی،  های موقعیتاز ساختار سیستم

  محاسبه   Fast Marchingبا استفاده از الگوریتم  آن نقطه تا نقاط برجسته    ژئودزیکی  نقطه مدل، فاصله   هر  یتموقع  یینتع  یبراشود.  می

رود  کار میهای مثلثی بهترین مسیر یا فاصله ژئودزیکی روی سطوح مختلف از جمله مش. این الگوریتم برای محاسبه کوتاه شودیم

صورا منحنی روی سطح  ترین مسیر به که کوتاه کند، جاییهای ژئودزیک ریمانی عمل می عنوان روشی برای محاسبه فاصلهو به

این اساس،   نمایش داده می بر  تعیبه در مدل    pفرضی  نقطههر    یتموقعشود.  نقطه  ین میصورا زیر  نقطه    pشود: مکان  به  نسبت 

نسبت به    pهمین ترتیب، مکان نقطه  است. به  𝑠𝑝1تا    pو شعاع فاصله ژئودزیکی از نقطه    𝑠𝑝1ه مرکز  ب  ایکره   یطمح،  𝑠𝑝1برجسته 

اطلاعاا،  آوری این  جمعبا  شود.  تعیین می  𝑠𝑝2تا    pو به شعاع فاصله ژئودزیک از نقطه    𝑠𝑝2ه مرکز  ب  ایکره   یطمح،  𝑠𝑝2نقطه برجسته 

ها  آن  تقاطع آید که محل دست میبه هاکره ی این از تلاق یدمکان جدطور کلی، بهشود. یمشخص مروی مدل  p نقطه  یت نسبی موقع

شود. از نظر  یتکرار م  نیز  نقاط برجسته  یرسا  ی برا  یند فرآ  ین. اگیردمیقرار    یره دا  ین ا  یطمحروی    p  دهد و نقطهیم  یل را تشک  یایره دا

حداقل از چهار نقطه   ی دستیابی به دقت بالاتر،برا است، اما  محاسبهقابل  )ویژه( سه نقطه برجسته استفاده از   با  p نقطه   یتموقع ی، تئور

مختصاا مکانی دقیق آن  شود که  یواحد همگرا مۀ  نقط یکها به  ه ، تقاطع کرنقاط برجسته تعداد یشبا افزا .شودیبرجسته استفاده م

:𝑑(𝑣)یکی بر اساس نگاشت  فواصل ژئودز  .دهدمینشان  نقطه را   𝑉 → 𝑅    در این مرحله، ماتریس ویژگی بر اساس .  دنشویممحاسبه
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و نمایشی از   2خروجی الگوریتم    4شود. در شکل  محاسبه می  2فواصل ژئودزیکی هر نقطه از نقاط برجسته با استفاده از الگوریتم  

در   'p نقطه در مدل منبع با  pه فرضینقط عبارا دیگر، شرط تطبیق ها نشان داده شده است. بهبرقراری تطبیق بین نقاط فرضی در مدل

,𝑠𝑝1)   مدل منبع   نقاط ویژه از    pاصل نقطه  وفمدل هدف این است که   𝑠𝑝2, 𝑠𝑝3, … , 𝑠𝑝𝑚  برابر با فواصل نقطه )p'   نقاط ویژه  زا 

,𝑠𝑝′1)   مدل هدفمتناظر در  𝑠𝑝′2, 𝑠𝑝′3, … , 𝑠𝑝′𝑚 باشد. ابعاد ماتریس ویژگی هر شکل که با نماد )GD شود، برابر  نشان داده می

 . دهدیمارائه را کار رفته بهاز روش    یاخلاصه  2 یتمالگوربا تعداد نقاط )رئوس( در تعداد نقاط ویژه هر شکل است. 

 
 (.=m  5ها ) مدل  نقاط ویژه ( از  'pو  pهر نقطه )مانند یکی  ها بر اساس فاصله ژئودزنقاط مدل   ینبتناظر  . نمایشی از برقراری 4شکل 

 های ژئودزیکی.های ورودی مبتنی بر فاصله : الگوریتم استخراج ماتریس ویژگی مدل2الگوریتم 

 ها(. ها و یال ها، وجه ای از رأسهای مثلثی چندوجهی مدموعههای ورودی مرجع و هدف. )مشمدل -: هاورودی

𝑆های ورودی ای از رئوس مش زیرمدموعه - ⊂ 𝑉  . 

 شود.در ایندا از نقاط برجسته )نقاط ویژه( تعیین شده استفاده می -

 ( GD: ماتریس ویژگی مدل )ماتریس فاصله ژئودزیک نرمالیزه،  خروجی

 ها مقداردهی اولیه داده

𝑝𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡𝑠های ژئودزیک          ) تنظیم نقاط برجسته به عنوان نقاط شروع برای محاسبه فاصله :1 ← {𝑠𝑝𝑖}
𝑖=1

𝑁𝑠𝑝 ) 

𝑁𝑠𝑒( برای ترسیم مسیرهای ژئودزیک                                      ) es: انتخاب تنظیم تصادفی نقطه انتهایی )2
← 2) 

 بدنه اصلی 

{𝑠𝑝𝑖}تا   1با شمارنده  forحلقه : 3
𝑖=1

𝑁𝑠𝑝 

 Fast Marchingهای ژئودزیک با الگوریتم انتشار پیشرو محاسبه فاصله : 4

 های ژئودزیک محاسبه شده نرمالیزه کردن فاصله : 5

 forپایان حلقه : 6

 (GD: استخراج ماتریس ویژگی هر مدل )ماتریس فاصله ژئودزیک نرمالیزه،7

 

 برای تطبیق نهایی  LAPJVاستراتژی حل مس له تخصیص خطی با الگوریتم  -3-3

ها استفاده  ای مبتنی بر اطلاعاا ماتریس ویژگیدر مرحله نهایی روش پیشنهادی از استراتژی حل مسئله تخصیص خطی با تابع هزینه

ها را  ای صریح بین تمام نقاط اشکال برقرار شود. این استراتژی امکان انتخاب یکتا و منحصر به فرد نقاط بین مدل شود تا رابطهمی



 

 

18 
ی هندس یهای ژگیبا استفاده از و  بعدی ¬اشکال سه یابی تناظر یروش کارآمد برا کی  

 اميرفتحيان، حسين ابراهيم نژاد  اميررضا

 

 1404 بهار و تابستان، 1 هشمار 12   برق، دوره یدر مهندس یرخطیغ یهاسامانه  یه نشر

 

 

Journal of Nonlinear Systems in Elect. Eng. Vol.12, No.1 Spring and Summer 2025 
 

مندر می نظر  مورد  تطبیق  و  نقطه  به  نقطه  نگاشت  ایداد  به  و  کرده  برای  فراهم  سه   یابیارزشود.  مدل  دو  از  بعدشباهت    تفاوا ی 

  یس ماترهای متناظر  مؤلفه  اختلاف مدموع مدذوراا    ،دو مدل  اختلاف بین  یانب   یدر اصل براشود.  استفاده می  هاآن  یهایژگیو

بر مبنای    یگرام مدل د  jلفه  ؤمدل با م  یک  یژگیو  یسام ماتر  iلفه  ؤ مبر این اساس، اختلاف بین    .شود، محاسبه میGDها،  یژگیو

 شود. ( محاسبه می5با رابطه ) یدسی و مطابق اقل لهفاص

𝐷𝑖𝑠𝑡𝑖𝑗 =  √∑(𝐺𝐷𝑖 − 𝐺𝐷𝑗)
2

    ; 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛𝑆}    𝑎𝑛𝑑    𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑛𝑇}   (5) 

 بر اساس  𝐷𝑖𝑠𝑡𝑖𝑗یسماترهای  مؤلفه   دهند.را نشان میمنبع و هدف   یبعدسه   یهاتعداد رئوس مدل یببه ترت  𝑛𝑇و   𝑛𝑆(، 5)رابطه  در  

در    .کنندرا بیان می  در هر مدل  jو  iنقاط  های  شده و تفاوا بین ویژگیمحاسبه  )ویژه(    تا نقاط برجسته   هر نقطه یکی  اصل ژئودزوف

منحصر به فرد  یکتا و    ق یتطبدهد. با این حال، این روش  را نشان می    jو   iترین حالت، کمینه مقدار این اختلاف، تطبیق بین نقاط ساده 

منبع اختلاف فاصله یکسانی  نقطه در مدل    یکبا  ف  در مدل هد  هنقط یرا ممکن است چندین  ز  ،کندینم  ین مدل را تضم  قاطن   ینب

باشند ایدادبرا   .داشته  نقطه  ی  بهتعریف شود  معکوس    ینگاشت  ورودی، لازم است  یهامدل   ینب  یانگاشت  را  نقاط  یکتا  طور  که 

تخصیص   ئلامسدر  .  برطرف شده است  یخط  تخصیصمسئله    استراتژی حلاز    با الهام  چالش  ینا  یشنهادی، در روش پ  دهد.  یصتخص

ینه استفاده هز  یسماتربرای محاسبه هزینه کل از    .کمینه شودکل    ینههزای است که  گونهبه  هامؤلفه  ینب  یفوظا  یعتوز  ، هدفخطی

  کلها، هزینه  های مؤلفهمدموع هزینه  کند.را مشخص می   jستون  در    عمل  یکبه     i یفاز رد مؤلفههر    یص تخصهزینه که  شود  می

  که طورییابد، به میاختصاص    مؤلفه   یکبه    یفه و هر وظ  داده ندام تنها یک وظیفه را ا  مؤلفه هر  ،  مسائل گونه  در این  .کندرا تعیین می

است.    𝐷𝑖𝑠𝑡𝑖𝑗یس  همان ماتر  ینههز  یسدر روش پیشنهادی، ماتر  د.ن زمان( اندام شو  ینتر)مثلاً در کوتاه   ینههز  ینبا کمتر  وظایف  تمام

 .شود یانب  (6)معادله  در قالب  تواندیم سازیینه ساختار مسئله و مدل به  ین،بنابرا

min 𝐶𝑜𝑠𝑡 = ∑ ∑ 𝐷𝑖𝑠𝑡𝑖𝑗. 𝑎𝑖𝑗
𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1       𝑠. 𝑡.       ∑ 𝑎𝑖𝑗 = 1𝑛

𝑖=1    ;  ∑ 𝑎𝑖𝑗
𝑚
𝑗=1 = 1    ; 𝑎𝑖𝑗 ∈ {0,1}   (6) 

)   𝐷𝑖𝑠𝑡𝑖𝑗یس اتررا بر حسب م  ( تابع هدف6)معادله   باینری نگاشت  از جنس فاصله است و قیدهای  این    کند.یم  تعریف  (𝑎𝑖𝑗که 

این استراتژی،    هدف  . شوددر مدل منبع انتخاب    ی انگاشت به نقطه  ی نقطه در شکل هدف برا  کند که تنها یکرویکرد تضمین می

را    ینهد که نگاشت بهندهینشان م ،  (6معادله )و قیود آن، طبق    تابع هدف   ق است.یتطب  ینانتخاب بهترینه از طریق  هزسازی  کمینه

مسائلی  رای حل چنین  ب  .رودکار میتطبیق بین نقاط به  یافتن   یکه برا  کرد  یان بی  خطانتساب  مسئله    یک   با   یاضی صورا رتوان بهیم

ها را  های مستقل ممکن در ماتریس هزینه است که این روشهای متعددی وجود دارد، اما چالش اصلی، تعداد زیاد انتساب روش

  ی هااز جمله نسخه   متنوعی  های یتماست. الگور  ی(مدارستان)  1س انکرام-کوهن  یتمالگورروش استفاده از    ین ترکند. رایجپیچیده می

تخصیص  حل مسئله    یبرامتفاوا    هاییچیدگی با پ  3حراج  یتمالگور  ی یامداورت  یسو ماترها  مبتنی بر گراف  2بهبود یافته مانکراس

استفاده شده    LAPJVالگوریتم کارآمدز  ا  منبع و هدف   ی بعدسه  ی هامدل   در  تناظربرای یافتن نقاط م  مقاله  ایندر    .اندشده ارائه  خطی  

روش  گیری از  بهره و    ینههز  یسماتر  پردازشیشبا پ سازی بهبود یافته از الگوریتم مانکراس است که  یتم، یک پیاده الگور  ین ا  است.

شامل دو فرآیند    LAPJVالگوریتم    دهد.میکاهش  ی  توجهقابل طور  به  ا ر  یزمان محاسباتیرها،  مس   ینترتاه کو  یکسترا برای یافتن دا

 
1 Kuhn-Munkres (KM) 
2 Improved-KM 
3 Auction algorithm 
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در سه مرحله    ینه هز  یسماترپردازش  . در فرآیند مقدماتی، پیش2و فرآیند بهبود با اصلاحاا اضافی  1اصلی است: فرآیند مقدماتی 

  سازییا فشرده   سازیشامل ساده   CRSستون یا    کاهش. مرحله  5ردیف تقویتی   و کاهش  4، انتقال کاهش3اهش ستون شود: ک اندام می

کند و تحلیل ماتریس  تر میها را برای انتساب مرتبط است که داده   ضروری   غیر   های ستون   حذف  اطلاعاا ماتریس هزینه از طریق 

دارد که    اشاره   دیگر  بخش  ماتریس هزینه به   بخش   یک  مقادیر از  به انتقال   RTSکاهش یا    نماید. مرحله انتقالتسهیل می  هزینه را 

 ARRSتقویتی یا    ردیف  کاهش  است. مرحله  محاسبه  فرآیند  و   کلی  ساختار  سازیساده   یا  سازیبرای بهینه  مقادیر  تنظیم  شامل  معمولاً

کند تا  تر تبدیل میساده   شکلی  به  شده   با اندام عملیاا سطری نظیر جمع یا تفریق مضربی از یک سطر به سطر دیگر، ماتریس تقویت

  صورا به   را  ها ارتباطاا بین مؤلفه  تمامی  کند کهنقاطی کمک می   شناسایی  به   فرآیند  این.  پذیر سازدمسئله تخصیص را امکان  حل

  ی )براکند  دوطرفه ایداد می  ، نگاشتیLAPJVیند بهبود با اصلاحاا اضافی در الگوریتمفرآکنند. در نهایت،  می  برآورده   همزمان

بیشترجزئ ب  یافتن مراحل  ،  3  یتم الگور  (.شود مراجعه  [  68]  به   یاا  حل مسئله    استراتژی  را بر اساس  یبعد دو مدل سه  یننقاط متناظر 

 کند.خلاصه می LAPJV ستفاده ازاا  ب یخط یصتخص

 LAPJV: الگوریتم 3الگوریتم 

 های اختلاف ویژگی. های ماتریس( حاوی مؤلفه𝐶𝑜𝑠𝑡𝑁×𝑁ها ) ( با ابعاد تعداد رئوس مدل𝐶𝑜𝑠𝑡ماتریس هزینه  )  -: هاورودی

 (.𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡ها ) بردار ستونی انتساب -:  خروجی

 ( 𝐼𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑖𝑧𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑃𝑟𝑜𝑐𝑒𝑠𝑠) فرآیند مقدماتی : 1

 و تکرار آن به دفعاا ابعاد ورودی  forحلقه : 2

 ( 𝑪𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛 𝑹𝑒𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑺𝑡𝑒𝑝اجرای گام کاهش ستون  )  : 3

 (𝑹𝑒𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑻𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑒𝑟 𝑺𝑡𝑒𝑝اجرای گام کاهش انتقال )  : 4

 (𝑨𝑢𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑹𝑜𝑤 𝑹𝑒𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑺𝑡𝑒𝑝اجرای گام کاهش ردیف تقویتی )  : 5

 ( 𝐴𝑢𝑔𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑃𝑟𝑜𝑐𝑒𝑠𝑠) فرآیند بهبود با اصلاحات اضافی : 6

 forپایان حلقه : 7

 (𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑎𝑙 𝐶𝑜𝑠𝑡𝑠ها ) : تعیین مقادیر مطلوب هزینه 8

 های بهینه و  ارایه مقدار هزینه کمینه مربوط به انتساب  𝑎𝑠𝑠𝑖𝑔𝑛𝑚𝑒𝑛𝑡های مطلوب )بهینه( در بردار  : ذخیره انتساب9

 سازی جزئیات پیاده -4

پ الگور  یشنهادیروش  افزار    یها یتمو  نرم  از  استفاده  با  یک روها  آزمایش  یتمام  ند. اشده   یساز  یاده پ  MATLABآن    ی 

گرفته  حافظه اندام    یگابایتگ  8و    یگاهرتزگ  4/2سرعت  با    Core-i7پردازنده    یتی،ب  64عامل    یستمس  مشخصاا   ثابت با  یوتریکامپ

در ادامه،  .  ه استاستفاده شد  ی بعداشکال سه  ی تناظریابیمدموعه داده استاندارد برا  یشنهادی از دو پ  یتم الگور  ی اجرا  فرآیند . در  است

 .شده استارائه ها یماا مورد نیاز برای اجرای صحیح الگوریتمتنظو  ها داده  مدموعههر یک از و مشخصاا  جزئیاا

 
1 Initialization process 
2 Augmentation process 
3 Column Reduction Step 
4 Reduction Transfer Step 
5 Agumentation Row Reduction Step 
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 ها داده مجموعه  -4-1

 شامل   DT4Dمدموعه داده    شده است.  [ استفاده 70]  SMAL2[ و69]  DT4D1ی بنچ مارک  هامدموعه داده از  مقاله    یندر ا

گیرد. ویژگی  را در بر می  4Dنما با تراکم  حیوان مختلف یا اشکال انسان   31نما است که    انسانانیمیشن از اشکال مصنوعی    1972

تغییراا حرکتی و غیرصُلب مدل  DT4Dاصلی مدموعه داده   های مختلف  نه شامل گو   SMALهای آن است. مدموعه داده  ، 

شامل   SMALهای متنوع است. مدموعه داده  ها و ژسِتمدل از هشت گونه حیوانی در حالت  41حاوی    ا است که چهارپ  حیواناا

ببر، اسب، گاو، اسب آبی و سگ است. ویژگی عمده مدموعه داده    300 نظیر شیر،  از حیواناتی  ،  SMALژسِت منحصربه فرد 

امکان    یکی،آناتوم  نظرماز  کند.  های تناظریابی ایداد میها است که چالشی بزرگ برای روشتغییراا شکل غیرایزومتریک بین گونه 

معتبر    توان تناظرهای ین، میبنابرا  .ها قابل تشخیص استی بین مدلمشابه  یساختارهایرا  زوجود دارد،    اشکال ین این ببرقراری تناظر 

مدل از حیواناا چهارپا از    20و   DT4Dکلاس اشکال انسان نما از مدموعه داده  9از  در این مقالهبرقرار کرد. ودکار صورا خبه

 استفاده شده است. SMALمدموعه 

 تنظیم پارامترها  -4-2

براییشآزما  در اندام شده  پیشنهادی  های  تمامروش  بهاندشده   یمتنظ  صورا یکسانبه   پارامترها  ی،  تنظ.  از    یمااطور خاص، 

نو  ارائه فرض  یشپ توسط  رقابتی  روش  یسندگانشده  م  ی براهای  استفاده  متغیرهای  استختلف  از  با اشکال ورودی  .  شده    استفاده 

. این  شودحذف    هامدموعه داده های با اتصالاا مشابه در  اند تا بایاس ناشی از مششده   ی بندمش[ دوباره  71]  LRVD  یتمالگور

استفاده شده    سأر  5000به این ترتیب از اشکال با  .  نباشند  یسانیکاتصال    ست تا اشکال دارایا  شده اندام  مستقل    صوراه بندی بمش

( بهره گرفته شده است.  k=120تابع پایه )  120[ برای محاسبه نگاشت تابعی از  60[ و ]50شده در ]  ارائه های  سازی روشاست. در پیاده 

ها را  ی آنمحاسبات  یفگرهایتوص   یبرالازم  اطلاعاا  ها کافی بوده و  های غیرایزومتریک در مدموعه داده این تعداد پایه برای مدل

)فراهم می فاصله ژئودزیکی  میانگین  تابع  دقیق  تقریب  برای  از  AGDکند.  بار محاسباتی  و کاهش   )16  ( نمونه  ( در  𝑝𝑠= 16نقطه 

 . شناسایی نقاط برجسته )ویژه( از اشکال ورودی استفاده شده است

همگی از استراتژی مبتنی بر تطبیق    که  شده است  یسهمقا[  60[ و ]50[، ]48شده در ]  ارائهرویکردهای    پیشنهادی باروش  در ادامه،  

[ از توصیفگرهای فاصله  48رویکرد ] طور خلاصه،بهکنند. یاستفاده م بعدی سه اشکال ینب  تطبیقمحاسبه   یبراویژگی و توصیفگرها 

  های یت محدود[،  50برد. روش ]های تعریف شده برای تناظریابی در فضای متریک با حفظ اطلاعاا شکلی بهره میژئودزیکی و پایه 

توص ویژگیحفظ  و  را  یفگر  آن  چارچوب  های  تابعی  نگاشت در  میترک های  شودیب  حاصل  بهتری  تطبیق  تا  ]  . کند  [،  60روش 

کند.  های منبع و هدف محاسبه میهای تعریف شده روی مدل تناظرهای بین اشکال ورودی را با استفاده از توصیفگرهای تابعی و پایه 

  ییبالا یآموزش هایینه اغلب هزشوند، زیرا ینم  ینماش یادگیریبر  یمبتن یکردهایشامل رونتایج،   یسهمقاهای اندام شده و آزمایش

به آموزش ندارند   یازیکه ن شده استاستفاده  هایییک. در عوض، از تکنیم نباشندتعمقابل  دلخواه  یهادارند و ممکن است به داده 

ارزیابی منصفانه کارایی روش پیشنهادی در مقایسه    امکان  یکرد،رو  ینقابل اجرا هستند. ای مختلف  ها مدموعه داده   یبرا  یطور کلو به 

 کند.را فراهم می شکل  تطبیق یهاروش سایر عملکردبا 

 
1 Deforming Things4D 
2 Skinned Multi-Animal Linear model 
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 معیارهای ارزیابی  -4-3

را با    تطبیق  این پروتکل کیفیت   . ستفاده شده استا[  72]برای ارزیابی نتایج تناظریابی روش پیشنهادی از پروتکل معرفی شده در  

از م نشان میارزیابی می(  یکیژئودز  یخطا  یاستاندارد )منحن  ی خطا  یارعاستفاده  تطبیق را  این منحنی، توزیع خطاهای  دهد؛  کند. 

(، نرخ تطبیق یا میانگین درصد  yمحور عمودی )  و یکی )خطای ژئودزیکی(  ژئودزار آستانه فاصله  مقد(  x)  یمحور افقکه  طوریبه

اند. به عبارا دیگر برای هر نقطه از مدل  بینی شده ، پیشgt1شان، مشخصی نسبت به مکان واقعی دهد که در فاصله نقاطی را نشان می

ها با ریشه دوم مساحت مدل هدف  شود. این فاصلهآن روی مدل هدف محاسبه می  gtبینی شده ومنبع، فاصله ژئودزیکی بین نقطه پیش

شده است. نقاط سبز رنگ، نقاط متناظر    ارائه نمایش شهودی از پروتکل ارزیابی بین دو مدل فرضی    5شوند. در شکل  سازی مینرمال

بینی شده روی مدل  بعدی سمت چپ و راست( هستند؛ نقطه آبی نشان دهنده نقطه پیشدر مدل منبع و هدف )به ترتیب در اشکال سه

دهد. هر چه این فاصله کمتر باشد،  هدف است و مسیر قرمز رنگ، فاصله ژئودزیکی بین نقاط آبی و سبز را روی مدل هدف نشان می

ها  آن  gtنسبت به    2/0ای کمتر از  ، میانگین نقاطی که در فاصله 6شکل    شده در  ارائهیابد. بر اساس منحنی  بینی کاهش میخطای پیش

  ی برا  در نظر گرفته شده است. همچنین   2/0درصد است. در این مثال، مقدار آستانه    90اند، برابر با  بینی شده روی مدل هدف پیش 

مشابه نشان  ی هارنگ با   و هدف بع اشکال مننقاط متناظر در شده است. استفاده   هااز رنگ یق  تطب یجنتا یفی ک ی و مقایسه بصر یابیارز

 شوند. داده می

 
 . نمایش شهودی پروتکل ارزیابی و نمودار )منحنی( نرخ تطبیق. 5شکل 

 ها و واکاوی نتایجآزمایش -5

شود.  بعدی بررسی شده و نقاط قوا و ضعف آن تحلیل میدر این بخش، نتایج حاصل از روش پیشنهادی در تناظریابی اشکال سه

مقایسه شده است.    SMALو  DT4Dهای  روی مدموعه داده [  60[ و ]50[، ]48]نتایج کَمیّ و کیفی روش پیشنهادی با رویکردهای  

دهد. در  ها نمایش میهای مختلف روی این مدموعه داده روش[ برای  72]ای را بر اساس پروتکل ارزیابی  های مقایسهمنحنی  6شکل  

  6است. در شکل  ( ترسیم شده gtبینی شده در فاصله ژئودزیکی مشخص نسبت به حقیقت پایه )ها، درصد تناظرهای پیشاین منحنی

اند.  مقایسه شده   DT4Dغیرصُلب    [ روی مدموعه داده 60[ و ]50[، ]48رویکردهای ]های روش پیشنهادی با  )سمت چپ(، منحنی

بینی شده با  ها دارد. برای مثال، درصد تناظرهای پیشدهند که روش پیشنهادی عملکرد بهتری نسبت به سایر روشنمودارها نشان می

% است. همچنین، بیشترین سطح   85ها و به طور تقریبی برابر با  ، بالاتر از سایر منحنی0/ 05روش پیشنهادی در آستانه فاصله ژئودزیکی  

معادل   منحنی  به  9653/84زیر  پیشنهادی  با روش  به%  است.  آمده  پیش دست  نقاط  تعداد  میانگین،  با روش  طور  بینی شده صحیح 

 
1 Ground truth 
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های  )سمت راست(، منحنی  6طور مشابه در شکل  ها بیشتر است. بهاز سایر روش  DT4D  های مدموعه داده پیشنهادی روی مدل 

دهند که بیشترین سطح زیر منحنی برابر با  اند. نتایج نشان میترسیم شده   SMALهای غیرایزومتریک  ای روی مدموعه داده مقایسه

پیش   61/ 6276 نقاط  تعداد  میانگین  دیگر،  عبارا  به  است.  پیشنهادی  به روش  متعلق  پیشنهادی روی  %  با روش  بینی شده صحیح 

دهند که روش پیشنهادی  ها نشان میها بیشتر است. در مدموع، نتایج آزمایشنسبت به سایر روش  SMALهای مدموعه داده مدل

 سب کرده است.  ر هر دو مدموعه داده عملکرد بهتری داشته و نرخ تطبیق بالاتری را ک [ د60[ و ]50[، ]48رویکردهای ]در مقایسه با 

برای مدل کَمیّ  نتایج  ادامه،  از مدموعه داده های سه در  ارزیابی شامل    ارایه شده   1ها در جدول  بعدی مختلف  است. معیارهای 

 .Av.Geo.Errهای مختلف است که به ترتیب با نمادهای  میانگین خطای ژئودزیکی و میانگین زمان اجرا )برحسب ثانیه( برای روش

به مقادیر خطای  [  60[ و ]50[، ] 48رویکردهای ]دهند که روش پیشنهادی در مقایسه با  اند. نتایج نشان مینشان داده شده   Av.Timeو  

به    SMALو    DT4Dهای  یکی روش پیشنهادی برای مدموعه داده ژئودز  یخطا  یانگینمطور خاص،  کمتری دست یافته است. به

ها است. همچنین از نظر زمان اجرا، ( محاسبه شده است که کمترین مقدار خطا در مقایسه با سایر روش1718/0( و )071/0ترتیب )

کند. بر اساس نتایج، روش پیشنهادی در  تر عمل میها سریعقابل مقایسه بوده و نسبت به سایر روش[  50]روش پیشنهادی با روش  

ها دارد.  میّ و کیفی عملکرد بهتری نسبت به سایر روشهای غیرایزومتریک است، از نظر کَکه شامل مدل  SMALمدموعه داده  

دهد. برتری کیفی را نمایش میهای ورودی  های مختلف بین جفت مدلارزیابی بصری و مقایسه کیفی نتایج تناظریابی روش  7  شکل

 نمایش رنگی برای هر مدموعه داده نشان داده شده است. [ با استفاده از  60[ و ]50[، ]48رویکردهای ]روش پیشنهادی نسبت به  نتایج  

 
 [. 60[ و ]50[، ] 48های مختلف و مقایسه روش پیشنهادی با رویکردهای ] : نتایج ارزیابی کمّی در مدموعه داده 1جدول  

 Av. Geo. Err. Av. Time in sec مدموعه داده روش

GDD [48]  
DT4D 3658/0 00/49 

SMAL 5725/0 50/56 

IDPC [50 ]  
DT4D 0820/0 13/17 

SMAL 4506/0 51/16 

Zoom Out [60 ]  
DT4D 3354/0 91/27 

SMAL 4873/0 10/27 

 روش پیشنهای 
DT4D 0710/0 31/21 

SMAL 1718/0 19/22 

  

 
 . [72]پروتکل ارزیابی   بر اساس[ 60[ و ]50[، ] 48رویکردهای ] و مقایسه روش پیشنهادی با   . نتایج کمّی6شکل 
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 پیچیدگی محاسباتی  -5-1

  یشنهادی پ  یتم. الگورشده است  یل تحل  یبعددو مدل سه   ینتناظر ب  یافتن   یبرا یشنهادیروش پ یمحاسبات  یچیدگیبخش، پ  یندر ا

زده شده است. در مرحله اول برای    ین تخم  صورا جداگانهبه  هر مرحلهمحاسباتی    یچیدگیپشود و  اجرا می  یمرحله اصل  سه  در

𝑂(𝑛با پیچیدگی محاسباتی    Fast Marchingها از الگوریتم  محاسبه فواصل ژئودزیکی روی مدل 𝑙𝑜𝑔 𝑛)    استفاده شده است

𝑛𝑠𝑝)بار برای شناسایی اولین نقطه برجسته )ویژه( و     𝑝𝑠های ژئودزیکی،ها است. محاسباا فاصلهتعداد نقاط )رئوس( مدل  𝑛که   −

شود. بنابراین، پیچیدگی محاسباتی مرحله اول برای شناسایی نقاط برجسته مدل برابر است با:  بار برای سایر نقاط برجسته اندام می  (1

𝑂(𝑝𝑠. 𝑛 𝑙𝑜𝑔 𝑛 + (𝑛𝑠𝑝 − 1) 𝑛𝑙𝑜𝑔 𝑛)  . 2ترین بخش مرحله دوم از نظر محاسباتی به خط شماره چهارم الگوریتم  فشرده  

ها  شودکه به روش محاسبه فواصل ژئودزیکی روی سطح مش وابسته است. در این مرحله، استخراج ماتریس ویژگی مدلمربوط می

پیچیدگی محاسباتی آن  شود که  اندام می  Fast Marchingبر اساس فواصل ژئودزیکی نقاط از نقاط ویژه با استفاده از الگوریتم 

𝑂(𝑛 𝑙𝑜𝑔 𝑛)    .3ها با الگوریتم  مرحله سوم که به برقراری تطبیق بین نقاط مدل است  (LAPJV  ) دلیل عملیاا  اختصاص دارد، به

ابعاد   با  ورودی  ماتریس  روی  ستونی  و  𝑛سطری  × 𝑛  محاسباتی پیچیدگی  دارای   ،𝑂(𝑛2)    .دقیق برا است مطالعه  تحلیل  ی  تر 

یچیدگی محاسباتی مراحل مختلف  پ  خلاصه،طور  بهتواند به بخش ضمیمه )الف( مراجعه کند.  ، خواننده می3پیچیدگی الگوریتم  

پیچیدگی کل روش پیشنهادی از مدموع پیچیدگی مراحل آن محاسبه  است. در حالت کلی، شده  ارائه 2روش پیشنهادی در جدول 

 است.  𝑂(𝑛2)شود که در بدترین حالت برابر با می

منظور  به .شده استاستفاده  ++Cنویسینوشته شده در زبان برنامه  mex یلفا یکاز  LAPJVیتم  الگوریع سردر این مقاله، برای ت

-وهن[، ک 73مانند الگوریتم حراج ]  مشابه  یهایتماز الگورتوجه زمان اجرا  در کاهش قابل  LAPJVنشان دادن کارایی الگوریتم  

نتایج روش    ها،الگوریتم  محاسباتی  زمان  مقایسه  برایاستفاده شد.    LAPJV[ به جای  74]  آن  یافتهو نسخه بهبود    (KM)  سانکرام

مدل    100پیشنهادی روی   بین    با جفت  رئوس  است  5000  تا   10تعداد    های زمان  ای مقایسه نمودارهای  ،  8  در شکل .  بررسی شده 

  ،LAPJV الگوریتم برای محاسباتی هایزمان ترتیب میانگین شده است که به ارائهبا تغییر تعداد رئوس مدل  هامحاسباتی الگوریتم

KM،  یافته  بهبود  KM  هایی  دهند که برای مدل ج نشان می-8الف تا  -8های  عنوان مثال، شکلدهد. بهرا نشان می  حراج  الگوریتم   و

  800 الگوریتم حراج با که، میانگین زمان ثانیه است. در حالی 20کمتر از  LAPJV الگوریتم  محاسباتی زماننقطه، میانگین  3700با 

شود  مشاهده می  د-8شکل  همچنین در    . رود  می  فراتر  ثانیه   20  نقطه از  2900  با   KM  یافته  بهبود  ونقطه    2700  با   KM  الگوریتم   ، نقطه

  دیگر   الگوریتم  سه  به   نسبت  کمتری  بسیار  محاسباتی  زمان  ، همواره 5000تا    10با تغییر تعداد نقاط مدل از    LAPJV  الگوریتم  که

یابد، می  افزایش  LAPJV  محاسباتی الگوریتم  زمانبعدی(، میانگین  های شکل سهاگرچه میانگین با تغییر تعداد نقاط مدل )رأس.  دارد

 . ماندمی باقیثانیه    20در حدود اما همچنان 
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 . SMALو DT4Dهای روی اشکال مدموعه داده[ 60[ و ] 50[، ]48رویکردهای ]روش پیشنهادی با . نمایش کیفی نتایج 7شکل
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 (= تعداد نقاط برجسته spn= تعداد رئوس،  n: پیچیدگی محاسباتی روش پیشنهادی )2جدول  

 پیچیدگی محاسباتی هدف الگوریتم در هر مرحله  مراحل 

𝑂(𝑝𝑠𝑛 شناسایی نقاط برجسته )ویژه( 1 log 𝑛 + (𝑛𝑠𝑝 − 1) 𝑛 log 𝑛) 
𝑂(𝑛 استخراج ماتریس ویژگی 2 log 𝑛) 
 LAPJV 𝑂(𝑛2)برقراری تطابق بین نقاط با الگوریتم  3

 

 
 )ب(                          )الف(                          

 
 )ج(                                        )پ(                            

 
 )د( 

. )الف(  5000تا   10و الگوریتم حراج با تغییر نقاط مدل از   KM، بهبود یافته LAPJV ،KMهای ای زمان محاسباتی بین الگوریتم . نمودارهای مقایسه8شکل

.  KM. )پ( میانگین زمان محاسباتی الگوریتم بهبود یافته KM. )ب( میانگین زمان محاسباتی الگوریتم LAPJVمیانگین زمان محاسباتی الگوریتم 

 )ج( میانگین زمان محاسباتی الگوریتم حراج. )د( مقایسه میانگین زمان محاسباتی چهار الگوریتم در یک مقیاس. 
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سازی شده و نتایج  ها( پیاده جفت مدل )شامل تمام رئوس مدل   100نقطه از    5000تر، آمار زمان محاسبه برای حالت  برای تحلیل دقیق

که این مقدار برای  حالیثانیه است. در    20برابر با    LAPJVشده است. میانگین زمان محاسباتی الگوریتم  ارائه   9آزمایش در شکل  

ثانیه است. به عبارا    600ثانیه و الگوریتم حراج بیش از    108برابر با    KMثانیه، برای الگوریتم بهبود یافته    140برابر با    KMالگوریتم  

  یافته   بهبود  الگوریتم  به  % نسبت  KM،  48/81  الگوریتم  به  نسبت%    71/85ترتیب  تی را به محاسبا  زمان  LAPJV  الگوریتمدیگر،  

KM   دهد.می کاهشحراج  الگوریتم% نسبت به  96 از  بیشو 

 
 )ب(            )الف(            

 
 )ج(                       )پ(          

 
 )د( 

رأس. )الف( آمار زمان محاسباتی    5000و الگوریتم حراج برای مدل با    KM، بهبود یافته  LAPJV  ،KM. مقایسه آماری زمان محاسباتی بین الگوریتم  9شکل

الگوریتم  LAPJVالگوریتم   محاسباتی  زمان  آمار  )ب(   .KM  یافته بهبود  الگوریتم  محاسباتی  زمان  آمار  )پ(   .KM  محاسباتی زمان  )ج(آمار   .

 الگوریتم حراج. )د( مقایسه آماری زمان محاسباتی چهار الگوریتم در یک مقیاس. 
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نتایج آزمایش3در جدول   به ،  نشان   ارائهصورا خلاصه  ها  نتایج  در    LAPJV  الگوریتم  محاسباتی  که زمان  دهند می  شده است. 

 تری دارد. توجهی کمتر بوده و عملکرد سریعطور قابلبه  KM یافته  حراج و بهبود ، KM های  مقایسه با الگوریتم

 
 (= تعداد رئوس 𝑛از روش پیشنهادی )  3: پیچیدگی محاسباتی و زمان اجرای مرحله 3جدول  

k5  𝑛متوسط زمان اجرا با  پیچیدگی محاسباتی نام الگوریتم برای حل مسایل انتساب خطی  )بر حسب ثاتیه(  =

73] 𝑂(𝑛2( ]Auctionالگوریتم حراج ) log 𝑛) 140 << 

  𝑂(𝑛4) 140 [ 74مانکراس ]-الگوریتم کلاسیک کوهن

 𝑂(𝑛3) 108  [74مانکراس ]-الگوریتم بهبود یافته کوهن

 LAPJV 𝑂(𝑛2) 20الگوریتم 

 

 مقایسه مدت زمان اجرا -5-2

با    یشنهادیروش پ  یزمان محاسباتبنابراین،  آن مرتبط است.    یمحاسبات  یچیدگیبا پ  یممستقطور  به   یتمهر الگور  یزمان محاسبات

های اندام شده،  سازیبا توجه به سخت افزار معرفی شده در این تحقیق و شبیه  .شده است  یسهمقا[  60]و  [  50]،  [48]رقابتی    یهاروش

ه  دهند ک است. نتایج نشان میشده  ارائه  ی تطبیق  هاروشی  زمان اجرا  ،1جدول  در  .  یری شده استگاندازه ها  زمان محاسباتی روش

  یاز، زمان مورد نمیانگین  طورقرار دارد. به  دومدر رتبه  [  50]ثانیه نسبت به روش   5ی با اختلاف  ز نظر زمان محاسباتیشنهادی اروش پ

  و با   یهثان  27[ برابر با  60]روش  یه، با  ثان  53با  [ برابر  48]  با روش  مختلف  ی هااز مدموعه داده   یبعددو مدل سه  ین ق بی افتن تطبی  یبرا

براساس [  60]و  [  50]،  [48]است. همچنین، مقایسه زمان محاسباتی روش پیشنهادی با رویکردهای    یهثان  22  یشنهادی برابر باروش پ

است که کمتر از پیچیدگی    𝑂(𝑛2)دهد که در بدترین حالت، پیچیدگی محاسباتی روش پیشنهادی برابر با  نشان می  O-Bigمفهوم  

 ها است. تعداد رئوس مدل 𝑛است که  [ 60]و [ 50]، [48]های روشبرای  𝑂(𝑛3)محاسباتی 

 ها و کارهای آیندهمحدودیت -5-3

  ، انتظارطور خاصبه .  ی هستندمشابه  بوده و دارای خصایصمنظم    به طور نسبی  ی ورودشده است که اشکال    فرضدر این تحقیق  

روش    بر این،  د. علاوه باشمشاهده  قابل  ،  ده شوندداباید تطبیق    که   یاشکال  ینبزرگ ب  یاسمشابه در مق  ساختارهای  کمدستکه  رود  می

ند. روش پیشنهادی  شویدر نظر گرفته نمتخریب شده    یهامدل  یا  ید و اشکال جزئکنیکامل استفاده م  ی بعدسه  یها پیشنهادی از مدل

انتساب خطی   نتایج مطلوبی روی مدموعه داده   LAPJVبا استفاده از حل مسئله  های  طورکه منحنیها دست یافته است. همانبه 

های هندسی تواند با انتخاب ویژگیدهند روش پیشنهادی مینشان می  SMALبرای مدموعه داده    6خطای ژئودزیکی در شکل  

پردازش بهبود یابد.  های سریع در جستدوی نقاط متناظر یا افزودن مرحله پسفعلی از طریق تکنیک  ها با ویژگیجدید و ترکیب آن 

به افزایش  کند. مورد دوم  عنوان نقاط متناظر جلوگیری کرده یا ابهاماا ناشی از تقارن را رفع میبینی نقاط پرا به ورد اول از پیش م

 رود.  کار میبینی شده بهکند. مورد سوم برای بهبود نگاشت پیشکمک می LAPJVسرعت اجرای الگوریتم 
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 گیری نتیجه -6

یافتن تطبیق منحصر به    یبرا   LAPJVهای خطی با استفاده از الگوریتم  مبتنی بر استراتژی انتساب  کارآمدی  روشدر این مقاله،  

شده است. تابع هزینه مسئله تخصیص خطی بر اساس شناسایی نقاط برجسته اشکال    یشنهادپ  بعدیشکل سه جفت    یک  ین نقاط ب  فرد

پیشنهادی در مقایسه  روش  یایمزاها با استفاده از توصیفگر فاصله ژئودزیکی تعریف شده است. ورودی و استخراج ماتریس ویژگی

دهند که روش پیشنهادی برای  نتایج نشان می  . ، ارزیابی شده استشناخته شده   بنچ مارک  یهامدموعه داده های دیگر روی  روشبا  

  [ 60[ و ]50[، ]48در مقایسه با رویکردهای ]  SMALو اشکال غیرایزومتریک مدموعه داده    DT4Dاشکال غیرصُلب مدموعه داده  

میانگین نرخ تطبیق برای آستانه خطای ژئودزیکی  نشان داده شده است،    6طورکه در نمودارهای شکل  نرخ تطبیق بالاتری دارد. همان

، کمترین  1همچنین بر اساس مقادیر جدول   . %  است که متعلق به روش پیشنهادی است  73% و    85به ترتیب    15/0و    05/0کمتر از  

های اندام  به روش پیشنهادی تعلق دارد. علاوه بر این، مقایسه  SMALو    DT4Dهای  یکی برای مدموعه داده ژئودز  ی خطا  یانگینم

طورکلی، به دهد.شده از نظر زمان اجرا و پیچیدگی محاسباتی، برتری روش پیشنهادی را نسبت به رویکردهای مقایسه شده نشان می

[ به بهبود نرخ تطبیق، کاهش پیچیدگی محاسباتی و افزایش سرعت اجرا 60[ و ]50[، ]48روش پیشنهادی در مقایسه با رویکردهای ]

اشکال  از    یترگسترده   یفبه ط با در نظر گرفتن ملاحظاا بیشتر  را    یشنهادیچارچوب روش پ  یمقصد داردست یافته است. در آینده،  

های  ها با ویژگیی در سایر مدموعه داده بعد سههای  مدل  تر بین تطبیق دقیق  برقراری  ی از آن برایم تا امکان استفاده  گسترش ده  ی ورود

یا تخریب شده یاجزئ  متنوع، اشکال تغییراا شکلیمدل   ی  با  این موارد    هایی  پیشنهادی در  نقاط ضعف روش  زیاد فراهم شود و 

 برطرف شود. 
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 (LAPJV)  3ضمیمه )الف(  محاسبه و تحلیل پیچیدگی زمانی الگوریتم 

شامل    LAPJVیا    3تحلیل و محاسبه شده است. الگوریتم    ++Cبا ارایه شبه کد    3در این بخش پیچیدگی محاسباتی الگوریتم  

(  RTS(، انتقال کاهش )CRSدو فرآیند مقدماتی و بهبود با اصلاحاا اضافی است. فرآیند مقدماتی در سه مرحله، کاهش ستون ) 

شود.  بنابراین، پیچیدگی زمانی هر دو فرآیند با مراحل مربوطه در نظر گرفته می.  [68شود ]( اجرا میARRSو کاهش ردیف تقویتی )

  دیگری و سطرها روی یکی که دارد وجود تو در تو  حلقه دوشبه کد(  38تا  29در مرحله کاهش ستون از فرآیند مقدماتی )خطوط 

( برابر  CRSکاهش ستون )زمانی مرحله  پیچیدگی بنابراین است، ثابت  زمان عملیاا شامل تکرار هر.  شوندمی تکرار  ها  ستون روی

  وجود   تو   در  تو   حلقه  دو از شبه کد( نیز    49تا    39در مرحله انتقال کاهش )خطوط    .است  ماتریس هزینه  بعد   𝑛که است    𝑂(𝑛2)  با

کاهش  زمانی مرحله انتقال    شود. بنابراین، پیچیدگی بار تکرار می𝑛2 مندر به   بار و در مدموع  𝑛 حلقه داخلی و بیرونیهر دو    که   دارد

(RTS برابر با )  𝑂(𝑛2)    شبه کد( از طریق هر عنصر ماتریس هزینه، تکرارها    77تا    50است. در مرحله کاهش ردیف تقویتی )خطوط

کاهش  شود پیچیدگی زمانی این مرحله از درجه دوم باشد. به عبارا دیگر، مرحله  باعث می  که  دارد  وجود  تو  در  تو   حلقه  و در د

  118تا    78به همین ترتیب، پیچیدگی زمانی فرآیند بهبود با اصلاحاا اضافی )خطوط   است.  𝑂(𝑛2)( برابر ARRSردیف تقویتی )

 3های محاسبه شده بیانگر پیچیدگی زمانی الگوریتم  است. در حالت کلی، مدموع پیچیدگی  𝑂(𝑛3)برابر  3شبه کد( در الگوریتم  

مانند الگوریتم    مشابه  یهایتمالگور( بسیار کمتر از  LAPJV)  3دهند که پیچیدگی زمانی الگوریتم  ها نشان میاست. نتایج آزمایش

[ است، زیرا بیشتر انتساب های نقاط تا پایان فرآیند مقدماتی تکمیل  74]  آن   یافتهو نسخه بهبود    (KM)  سانکرام-وهن[، ک 73حراج ]

اند و باید در فرآیند بهبود با اصلاحاا اضافی استفاده  مانند که هنوز تخصیص نیافته شوند و فقط درصد کمی از نقاط باقی میمی

نتایج تخصیص و پیچیدگی زمانی فرآیندهای مقدماتی  بررسی شده است.    3شوند. در ادامه، دلیل پیچیدگی محاسباتی کم الگوریتم  

  10ها در شکلجفت مدل محاسبه شده است. آمار انتساب  100نقطه از    5000( و بهبود برای  CRS  ،RTS  ،ARRS)شامل زیرمراحل  

محاسبه   %00126/0و    %99874/99اند. میانگین درصد نقاط تخصیص یافته در فرآیندهای مقدماتی و بهبود به ترتیب،  نشان داده شده 

، انتساب داده  𝑂(𝑛2)ی  درصد نقاط در فرآیند مقدماتی با پیچیدگ  9/99دهند که بیش از  شده است. به عبارا دیگر، نتایج نشان می

، پردازش  𝑂(𝑛3)اند در فرآیند بهبود با پیچیدگی  درصد از نقاط مدل که هنوز تخصیص نیافته  00126/0شوند. بنابراین، فقط  می

بنابراین، فشرده می الگوریتم  شوند.  به به فرآیند مقدماتی مربوط می  LAPJVترین بخش  پیچیدگی محاسباتی  شود.  طور میانگین، 

 است.  𝑂(𝑛2)برابر    LAPJVالگوریتم 

 

 
 )ج(                             )ب(                                           )پ(                         )الف(                       

ها  (. )ب( آمار تعداد انتسابCRSها بعد از مرحله کاهش ستون ) نقطه )رأس(. )الف( آمار تعداد انتساب  5000. مقایسه آماری تعداد انتساب نقاط برای  10  شکل

ها بعد از فرآیند بهبود  (. )ج( آمار تعداد انتساب ARRSها بعد از مرحله کاهش ستون )(. )پ( آمار تعداد انتسابRTSبعد از مرحله کاهش ستون )

 با اصلاحاا اضافی. 
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1. #if !defined TRUE 

2. #define  TRUE 1 

3. #endif 

4. #if !defined FALSE 

5. #define  FALSE 0 

6. #endif 

7. /*************** DATA TYPES *******************/ 

8. typedef int boolean; 

10. #define B 1e5 

11. #define resolution 1e-4 

12. /*************** TYPES      *******************/ 

13. typedef int Row; 

14. typedef int Col; 

15. typedef double Cost; 

16. Cost lap(int n,Cost **costofassign,Col *Rowsol,Row *Colsol,Cost *u,Cost *v) 

17. { 

18. boolean unassign; 

19. Row  i, imin, numf = 0, prvnumf, f, i0, k, fRow, *pred, *fr; 

20. Col  j, j1, j2, endofp, last, low, up, *Collist, *match; 

21. Cost min, h, umin, usubmin, v2, *d; 

22. fr = new Row[n];          // لیستی از ردیف های تخصیص نیافته 

23. Collist = new Col[n];     //  لیستی از ستون های اسکن شده تخصیص نیافته 

24. match = new Col[n];       //  شمارش تعداد دفعاتی که یک دریف تخصیص یافته 

25. d = new Cost[n];          // متغیر فاصله برای محاسبه مسیر در فاز تقویت 

26. pred = new Row[n];        // متغیر ردیف شمار برای ستون در فاز تقویت 

 شود.تعیین اینکه چند بار یک ردیف در مرحله کاهش ستون انتساب داده می

27. for (i = 0; i < n; i++)   

28.   match[i] = 0; 

 مرحله کاهش ستون

29. for (j = n-1; j >= 0; j--) 

30. { min = costofassign[0][j]; imin = 0; 

31.  for (i = 1; i < n; i++)   

32.    if (costofassign[i][j] < min)  

33.    { min = costofassign[i][j]; imin = i;} 

34.  v[j] = min;  

35.  if (++match[imin] == 1)  

36.{ Rowsol[imin] = j; Colsol[j] = imin;} 
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37.  else 

38.    Colsol[j] = -1;} 

 مرحله انتقال کاهش 

39.  for (i = 0; i < n; i++)  

40.    if (match[i] == 0)      

41.      fr[numf++] = i; 

42.    else 

43.      if (match[i] == 1) 

44.      { j1 = Rowsol[i]; min = B; 

45.        for (j = 0; j < n; j++)   

46.          if (j != j1) 

47.            if (costofassign[i][j] - v[j] < min)  

48.              min = costofassign[i][j] - v[j]; v[j1] = v[j1] - min; 

49.      } 

 مرحله کاهش ردیف تقویتی

50.  int loopcnt = 0;            

51.  do 

52.  { loopcnt++;k = 0; prvnumf = numf; numf = 0;  

53.  while (k < prvnumf) 

54.    { i = fr[k]; k++; umin = costofassign[i][0] - v[0]; j1 = 0; usubmin = B; 

55.      for (j = 1; j < n; j++)  

56.      { h = costofassign[i][j] - v[j]; 

57.        if (h < usubmin) 

58.          if (h >= umin)  

59.          { usubmin = h; j2 = j;} 

60.          else  

61.          { usubmin = umin; umin = h; j2 = j1; j1 = j;} 

62.      } 

63.      i0 = Colsol[j1]; 

64.      if (usubmin-umin> resolution)  

65.        v[j1] = v[j1] - (usubmin - umin); 

66.      else                    

67.        if (i0 >= 0)          

68.        { j1 = j2; i0 = Colsol[j2];} 

69.      Rowsol[i] = j1; Colsol[j1] = i; 

70.      if (i0 >= 0)            

71.        if (usubmin-umin>resolution)  

72.      fr[--k] = i0;  

73.       else  

74.         fr[numf++] = i0;  

75.   } 

76. } 

77. while (loopcnt < 2);        

 فاز بهبود با اصلاحاا اضافی برای ردیف های تخصیص نیافته 

78. for (f = 0; f < numf; f++)  

79. { fRow = fr[f];        

80.   for (j = 0; j < n; j++)   

81.   { d[j] = costofassign[fRow][j] - v[j]; pred[j] = fRow; Collist[j] = j;} 

82.   low = 0; up = 0;  unassign = FALSE; 

83.   do 
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84.   { 

85.     if (up == low)          

86.     { last = low - 1; min = d[Collist[up++]];  

87.       for (k = up; k < n; k++)  

88.       { j = Collist[k]; h = d[j]; 

89.         if (h <= min) 

90.         { 

91.           if (h < min)      

92.           { up = low; min = h;} 

93.           Collist[k] = Collist[up]; Collist[up++] = j;} 

94.       } 

95.       for (k = low; k < up; k++)  

96.         if (Colsol[Collist[k]] < 0)  

97.         { endofp = Collist[k]; unassign = TRUE;break;} 

98.     } 

99.     if (!unassign)  

100.     { 

 ( و تمام ستون های اسکن نشده توسط ستون اسکن شده بعدی fRowبه روز رسانی فاصله بین متغیر فاصله ) 

101.       j1 = Collist[low]; low++; i = Colsol[j1]; h = costofassign[i][j1] - v[j1] - min; 

102.       for (k = up; k < n; k++)  

103.       { 

104.         j = Collist[k]; v2 = costofassign[i][j] - v[j] - h; 

105.         if (v2 < d[j]) 

106.         { 

107.           pred[j] = i; 

108.           if (v2 == min)    

109.             if (Colsol[j] < 0)  

110.             { endofp = j; unassign = TRUE; break;} 

111.             else  

112.             { Collist[k] = Collist[up]; Collist[up++] = j;} 

113.           d[j] = v2; 

114.         } 

115.       } 

116.     }  

117.   } 

118.   while (!unassign); 

 به روز رسانی ارزش ستون ها

119.   for (k = 0; k <= last; k++)   

120.   {  

121.     j1 = Collist[k]; v[j1] = v[j1] + d[j1] - min;} 

122.   do 

123.   {i = pred[endofp]; Colsol[endofp] =i;j1 = endofp; endofp = Rowsol[i]; Rowsol[i] = j1;} 

124.   while (i != fRow); 

125. } 

 محاسبه هزینه بهینه 

126. Cost lapCost = 0; 

127. for (i = 0; i < n; i++)   

128.{j = Rowsol[i]; u[i] = costofassign[i][j] - v[j]; lapCost = lapCost+costofassign[i][j];} 

129. delete[] pred;delete[] fr;delete[] Collist;delete[] match;delete[] d; 

130. return lapCost;}   


